武汉 工学 e c 


第 — ® fi 5 x 


$ 1. 行列 式 的 概念 


1. 试用 行列 式 解 方程 组 : 
a+y=sin(a + f) 


(1) 
т- уір а = соѕ(а+ В) 


ї+у+2 = 1 
(2) TO 其 中 o 是 1 的 虚 立 方 根 


T + о?у + 02 = 0? 


NL. (1 ) 这 时 
tga 1 1 
= = ا‎ — — 1 
` 1 -tga ORT cos" а 


sin(a + В) 1 


= tg a sin(a * f) - cos(a + В) 
cos(a+ß) -tga | 


_ sina(sina cos f+ cos a siu В) zug accu Ht t 7 
cosa Mis: : 
sin? a cos В 


cos 8 
т соѕ а 


cosa 


-— cos а cos Й = - 


^ sin(a + f) 


-tgacos(a-* 8) ~ 515(а+ B) 
1 cos(a + 8) 


sin а(соѕ а cos 6 —sina sin £) 
а А E: 


—(sina cos Û + cos a sin 
cos a (stn, 8 В 


in? a Si ; sin 
ے ے‎ I. э дь Май 
соза cosa 
因此 
ws p 
T = ы =a 905 @_ Lcosqcos P, 


sin 8 


y- 2 = » m = cos a sin f 
cos? a 
(2 ) 这 时 
1 1 1 | 
I 
D= 1 o бо | =0 +0? +0? — 0- “ت‎ — @ = 30? 30 
1 o? o | 
1 1 1 1 1 1 
D= | о o ow |=0, D,= 1 o œ |=3@- 30, 
o? o? o 1 o? o 
1 1 Т 


П, = 1 o o = 0 
1 o? в? 
因此 


-D _ _ D. _ z 
r=} =0, у= - 方 =1， z= 万 -=0。 


2. 写 出 4 阶 行列 式 中 所 有 带 负 号 并 包含 因子 0, 的 项 。 
解 ， 在 4 阶 行列 式 


G, с, Ga а, 


H, Ê 0,05 ll] —RE DUE +aq, qaq, XE p, q B2, 4 的 所 有 排列 2，4; 4, 2. 
HÊ ana, 的 项 有 两 个 ， 即 a,,0,,0,,0,,,  2,,0,40,,0,,. MMA fd = HUE — 0110550350446 


3. 用 行列 式 的 定义 ， 计 算 ， 


iG G; 0 0 0 


此 它 可 写成 


OC 1p105p30 4psC 4 pa ps s 


其 中 第 一 个 附 标 是 按 自 然 顺序 1,2,3,4,5 排列 ， 第 二 个 附 标 P1s Pas Рз, Pus ps 是 1» 2» 3, 4, 
5, 的 一 个 排列 。 在 展开 式 中 的 任何 一 项 土 G1p102p203ps04p40sps 中 的 рз, po Ps, 至少 有 一个 
数 取 3、4、5 中 的 某 一 个 ， 即 任何 一 项 中 至 少 有 一 个 因子 是 零 ， 因此 行列 式 的 值 为 零 。 

4。 dg— n 阶 行列 式 中 等 于 零 的 元 如 果 比 宪 -4 还 多 ， 那 末 此 行列 式 等 于 零 。 为 什 
Z? 

f. BA n 阶 行列 式 的 展开 式 中 ， 每 一 项 都 是 行列 互 不 相同 的 "个 元 素 的 乘积 。 现 在 
这 个 n 阶 行列 式 不 为 零 的 元 素 比 人 一 (WW 一 n)=n 还 少 ， 这 就 是 说 ， 展开 式 中 每 一 项 都 至 少 
含有 一 个 零 元 素 ， 政 此 行列 式 等 于 零 。 

5。 行列 式 中 任 一 项 的 各 元 是 否 都 可 以 用 互 换 两 行 或 两 列 把 它 移 到 新 行列 式 的 主 对 角 线 
L? 

解 ” 可 以 。 因 为 在 7 阶 行列 式 的 展开 式 中 ， 任 何 一 项 都 是 个 因子 的 乘积 ， 它 们 在 不 同 
的 行 ， 不 同 的 列 。 所 以 ， 经 过 行 或 列 的 互 换 ， 总 可 以 使 n 个 因子 在 新 行列 式 的 主 对 角 线 上 。 
e. 假如 把 行列 式 中 每 项 的 7 个 元 移 到 次 对 角 线 上 ， 是 否 也 能 找 出 它 的 符号 规律 ? 

解 : 因为 二 阶 及 三 阶 行列 式 次 对 角 线 上 的 元 的 乘积 一 4124z4 和 — 0,50,,05, 带 仙 号 ， 而 
四 阶 行列 式 次 对 角 线 上 的 元 的 乘积 + Casa, 带 正 号 。 所 以 4 阶 行列 式 中 每 项 的 7% 个 元 移 
到 次 对 角 线 上 不 能 找 出 一 般 符 号 规律 。 


$2. fr йй A BS 3E Ze TE JR 


1. 计算 行列 式 : 


12 0 1| |" l 1 d 
|1 3 s gl | 71 t 1 
(1) | (2) | 
Ñ 1 5 И |! 1 -1 l| 
1 2 3 4 [1 1 1 -1| 
0 1 1 1 
: | a—-b-c 2a 2а 
1 0 1 
(з) co] 2b b-c-a 2b 
:1 10 1 
l 2с 2с с-а-– 
|11 1 0 
i 1 3 3 
m 2 8 m s 5 B 
| а a b a 
(5) 3 3 3 3 (6) 
a b a 
| | b b b al 
l 3 3 3 эе п 


f. CI J {TIJA eU — YM 2 TRUE 4 行 的 各 对 应 元 


m B. | 15 -1[1 5 
" 0 1 5 -1 0 7 
原 行 列 式 = Jie 6|0 0 7 |= = 一 21 
0 1 5 6 à 3 
(0 3 3] 0 3 
003 3| 
(2 ) 把 第 1 行 的 各 元 乘 以 - 1 加 到 第 2 行 、 第 3 行 和 第 4 行 的 对 应 元 上 
1 1 1 1 
0--2 0 0 ze. "e. 
Kal 1 = = 0 “ee = — 
原 行 列 式 К о-ы à 2 0 8 
| 0 0 -2 
0 0 0 -2 
( 3 dE 6 ЖЛ - 1 加 到 第 2 行 和 第 3 行 的 对 应 元 
| 0 1 1 1 
| 1 1 1 1 1 1 
原 行列 式 =| ° 1 -De -1 0 1j» 0 1 5 
0 -1 1 0 -1 
1 1 1 O: 
1 2 
` l E T 3 


( 4 )W ЖН 354098 5538 - 1А 1 列 的 对 应 元 素 上 ， 再 把 所得 行列 式 的 第 工行 
的 各 元 加 到 第 3 行 的 对 应 元 上 


-a-b-c 2a 24 | 
原 行 列 式 = 0 b-c-a 2b 
c+a+b 2c c-a-b 
-a-b-c 2a 2a | 
= 0 -atb-c 2b 
0 2a-2b а+с-Ь | 


| -acb-o 2b 
= - (а+6+с) 
-b 


2a+2c a+c 


a+b+e a+b+c 


li 


-(а+6+с) 


2a + 2c a+c-b 


1 l 
= eer] |- ~(a+b+e)(a+ce-b -2a- 2c) 


а+ дс a+c-b 


= (а+р+с)? 


( 5 ) 把 第 3 行 的 各 元 乘 以 -1 加 到 其 他 各 行 的 对 应 元 上 ， 将 其 结果 把 第 3 行 与 第 1 行 对 
调 ， 再 对 第 二 次 的 结果 ， 把 第 1 列 与 第 3 列 对 调 


-2 00000 0 0 
0 -1 0 0 0 0 0 0 
3 33 8533 3 3 
| 0 00100 0 0 
原 式 = 
| 0 00020 0 0 
0 00000 п-4 0 | 
0 00000 0 n-3 
| 3 3 3 3 3 3 3 
| -10000 0 0 
Es 00000 0 0 
E 00100 0 0 
т 0 00020 0 0 
| 0 0000 n-4 0 | 
| 
| 0 0 0 0 0 n-3! 
5 3 2 3 3 3 3 3 
| 0 - 0000 0 0 
| 0 0 -2000 0 0 
0 0 0100 0 0 | 
= =3-2.(n-3)!=6-(n-— 3)! 
0 0 0020 0 0 
0 0 0000 n-4 0 | 
0 0 0 0 0  n-3 


C6 ) 把 第 1 行 的 各 元 乘 以 - 1 加 到 其 他 各 行 的 对 应 元 上 ， 再 将 所 得 的 行列 式 的 第 2 列 的 
各 元 乘 以 -1 工 加 到 第 三 列 和 第 4 列 的 对 应 元 上 ， 再 将 第 2 次 得 到 的 行列 式 的 第 4 列 和 第 3 Zl 
的 元 依次 加 到 第 1 列 和 第 2 列 的 对 应 元 上 


a b b b | a b 0 0 
| 0 0 a-b 0 _|0 a-b a-b 0 E 
| 0 a-b 0 a-b 0 0 b-a | 
'b-a 0 0 a-b | lo 0 0 a-b] 


2. 证 明 下 列 两 式 : 


a b c d | 
E a a+b a+ b«c a+ b+ c+d ‚ 
=a 
a 2a+b 3a+2b+c 4a+3b+2c+d 
a 3a+b 6a-3b4c 10a+6b+3c+d 
p Rm bz-ax br-cay х oy “ 
(2) br-ag by+az Ьг+ах |= (a2+b°)] z т у | 
bz+ar br+ay by+az y z = 
W: (1 ) 引 用 性 质 4 三次， 我 们 有 
a b с а | 
| a a+b a+b+e | 
原 式 左边 0 a a+b a+ b+ с | зр foci am 
1 Z = =g a at 4а +30 + 2C 
È 0 2a 3a+2b 4a+3b+2c 
3a 6a+3b 10a+6b+3c ! 
0 3a 6a+3b 10a+6b+3c | 
a a+b a+ b«c ü Zambi 5 2a+b | 
=a} 0 а 2a+ b = а? = а? | 
0 За 7a+3b ga patap #8 
za =H% 
( 2 ) 引 用 性 质 2 和 性 质 3 ， 
by bz bx | by bz ay | by ох bz | | by ax ay 
原 式 左边 =| br by bz |+] bx bg ax |+ bx az bz |+} br az ах 
| bz br by | bz bx аг | bz ay by bz ay az 
pam Bs puo KS. SN s oM аон А 
| [ 1 | | 
+! ay by bz Pto ay би ах + ay a2 bz d ay az ах 
| ax bz by | | ax bx az | | ar ay bu jar ау az | 
iy z z 2 t y | 
soJe y 2 |+0+0+0+0+0+0+ађу z zl 
2ш g CE EG 
rog z] т y 2 it s zj 
= 012 t у|+а 2 z у =) г 2 y | = 右边 
y zc y à z| и 2 s| 
з. 行列 式 4 中 每 个 数 а 分 别 用 bIOLORR, ТАНОК 5 
| [有 b "a, | 
М: | dio рны 0 "аза = речени b'as, Б7?а,, b^" ass | 
| b*7ia. b"7*a,, Dan | | b^ iba, li dus на 


4 — 7 


Gn 4; On | | au а MU | 
ронан +n j= 12-e к а, 05 dan I| а, Gü, dan | 
| ED | 
| | | 
| Qn: On; Gam | | Qn; Onz Ünn | 
所 以 与 4 一 致 ， 没有 改变 。 
4。 证 明 
(Ou) a(t) aa) | a (t) a.C) ah): 
p ал) au) a,(1) |=] a(t) au) 9500) | 
(Ga) as). a,(f) | | aa) Ugal) аб) | 
Bos di(f) a,(1) | а (t) а, (O аз CH) | 
+i ak (I) ahal) a, (2) M a(t) Qt) a0) | 
| G0) | 0340) us (t) | ENG ay, (f) аз) | 
三 阶 行列 式 的 展开 式 共 六 项 ， 每 项 包括 三 个 因 式 ， 这 三 个 因 式 分 别 是 不 同 的 行 和 列 
"d 于 是 
版 式 左边 H = d а [anaa aah + a (аа + aa ѓ)а,„(і)а,,(#) 
= 213(2)а,,()аз (E) - а, (а, 3()аз (1) — a,,00)0,,0 0834 0) ) 
= а (ta,(t)a, (t) — 0 ,(1)а, (Ё)аз (Р) ¬ а (t)a,,(t)a, (t) 
+ ah (t)a,,(t)a,,(t) +a, (Da,(t)a,(t)- a^ ,(t1)a,,(t)a,,(t) 
+ a (t)a,(t)a,(t)+a,(t1)ay,(t)a,(t)+a,,(t)a,,(t)a, (t) 
— a, ,(t)af(t)a, (1)- а, (а, з (183,01) — a, (09, (I)a,(t) 
+a (t)a,(t1)as,(1)+a,(t1)a,(t)a',(1)+a,(t)a, (ta) 401) 
-4(?)а„(Ф)а% (E) 7 an(t)a,,(t)as 0) — a4: (2a, 005,0) 
| a(t) ass) | i a(t) a,(t) | |a, (4) 3,0) 
=u, (t) |- a^, (t). + a^i (1) 
| G, (Í) a(t) | a4, (1) a(t) a(t) аз, (Р) 
| a, (t) od | a(t) a0) | (Ou) Q(t) 
- و‎ 0) + aS (Ф) EE TIO I 
| аз„(1) qa,(1) | (Og (E). gg) | G, (£) ag, (d) | 
| a(t) a(t) | 1 | a(t) ag Q0) | | a(t) a,( | 
ta.) = @%;(%)! + Gss (f) ' 
| a(t) a(t) | 9,100) a(t) a, (t) а,,(Р) 
| a(t) a^ ,.(QO) e, s) | | 440) 0 (1) BO) | 
| 
sap) — ma) as) +| ak, GO LO) “4) 
aC) аш) ag) ay (t) ull) usslt) 


aG) a,G) a, | 
+| d4,(D) | a5,07) G, (8 | 
| G) dad) в) | 
所 以 左边 = 右边 
上 面 证 明 可 以 简写 如 下 : 
a(t) a(t) a,(t 
a, (1) a5; (1) a, (t) 
Gg, (1) Qss(t) а»5(ї) 


dt 


(22+ (а) ,р,(?)а,р,(?)азрз C£) )= X (e Cain Са ODIO ) 


= Pi s [Ca^ ю1(?)@;ю‚(?)азр»(?)) + a,» (E)05 p CE )agps (E) + ,p105p305 рз] 
= +a Gap )ap, (E) + 之 ta, p, (05 р,()азрз (E) *1Ea,50;,05 рз 


| at) @„(Ф) ak (t) (au) a(t) ay) | 
aC) a4). a0) + 03,0). aha) as (t) | 
4,101) as (f) asslt) | 93101) 04,0). ass(t) | 


= 


a (t) alt) a, 
+| a(t) a,,(f) 05,0) 
а.) ahal) ak (t | 


$3. 行列 式 的 计算 


1 1 2 3 z ab 0 с | 
3 -1 -1 2 | 0 0 0 d 
(12 | | (2) | | 
| 9 =] os 0c z 0 f | 

| 1 2 3 0 | (gh ku lj 
ооо 0 | 

765432) la 0 0 0 1! 
^B TH UE ^0 a 0 0 0 
1749700: го 0 a 0 wd 
(33 | | (4) | 
5 36100 = e ж» 
|0 0 5 6 0 о LISE 
(006 8 0 0 тоо 0 а | 


8, ( 工 ) 利 用 性 质 4 把 第 1 AGARA - 3 加 浊 第 3 列 的 对 应 元 上 ， 乘 以 - 2 加 到 第 2 列 


8 


的 对 应 元 上 ， 然 后 按 第 4 行 展 开 。 对 三 阶 行列 式 再 利用 性 质 4 。 


1-1 -1 3 | -1 =i 
3-7 -10 2 | eT ei 
ua = =( у 
а 2-1 -7 -1 raj -7 as 
|1 0 0 0 
-3 -18| 
- l= - 162 
-B ed] 
(2) ШЕРІ, Bom EST 
ir a b 0 | | 
0 y 0 0| pou 
А y | 
原 式 = ( - 1)°*5ə =(-1) ou 0 y 
0 c z O н 
с 
g À ku 
y | 
= ЦОХ = T1J<u o 
| 
(3) iibri B Jp X 
| таат 
ышы 8215391] 
E <= Ë +2+5+8 | | 
原 式 =(-1) |4 3|0 0 5 6j 
| ! 
0 0 6 8 | 
=1(21-20)(40--36)=4 
(4) 定理 1 
a 0 0 0 | 
|? a 0 0! 
0 


原 式 =( -—- 1)"*"ai 0 0 + ( з "+! 0 


© 


w 


i эё ( = 1)****#+4( 9—8) | 


© 


20" -(—-1)"*!.(—-]1)!*?71 M 


0 0 a 
=a” + ) — 1)?”*+'a"-2 = ETN 1) 
2. ЕВ n 阶 行列 式 : 
|z -1 0 0 
0 r -i 0 
s... ное ... = 3" +az"-lj+ И Z + an 
0 0 0 cz -1 
аъ an -1 Gn -2 жже a, T+a 
证 ”由 定理 1 ， 按 最 后 一 行 展开 
= 1 0 0 0 
| z -1 0 0 
原 式 左 Ú =(- 1)"tla, 
0 0 т -1 | 
| т 0 0 0 | 
|0 -1 0 0 | 
+(—1)"t2an-, | 
(0 0 z i| 
| | 
т 一 0 0| 
0 I 0 0 
++ (К —1)"""(х+а,) - 
| 
| 


о 0 0 х 


z(-1)'*'a.(— 1)"7! - (— 1)"7?au.,( 1)" r+ + (zc a,)z"! 
=T” +a,rmul+...+a,-i2 +a, 
3. 试用 拉 普 拉 斯 定 埋 计算 ， 


10 


1 1 0 0 1 O 
1 о 0 0 o 0 | 
a, b, 1 1 € 1 E 
(1) | 这 里 o 是 1 的 虚 立 方 根 
а, b, 1 o? c, о! 
G b 1 @ с, os 
1 © 0 00 0 
а Ь PES 
x Z js 
(у | 2? 
b а 
£ үнс 
解 ， 用 拉 普 拉 斯 定理 
1 1 с, 1 
1 1 oz c, o 
AR =(-—1)1*2+1+2 
1 o Сз @ 
000 0 
b 1 1 1 
+) 1)1+2+1+5 1 | b, 1 œo 
1 op 1 o o 
o? 00 O 
а, 1 1 1 | 
+) - 1)1t2+2+5 1 а 1 o o 
o œ| G 1 e @ | 
1 0 0 0 | 
TET 1 1 1 "um 11 X! 
= eso 1 o? «o B corte 1 o © | 
2! | 
1 o li о o | 1 а? | q s a 
+0 )ا‎ -1(“*'|1 œ w 
1 Ф| |1 o o 
| 
A. d. Ж 1 1 1 1 
ы] ow [o — 20 
|1 o œ 1 o 1 ә 


-(30—30?)(0—0* – 20? + 20) = (30 - 3a? )* 


= 9o2(1 - о)? 


11 


a bl а b | 
(2) Eb = || | = (а? -b 
ib aji К. а | 
j-1 
ia b 
dx ` p “п 
-e-m d Tol og. 
2 > x 
ib ја 21 
= е = (а? — b2yn 
4. 引用 范 得 蒙 行列 式 计 算 下 列 两 式 : 
| a” (a-1)" gas (a—n)" 
| an1 (a-1)*! w (a пун | 
TE | | 
| a a-] e a-n x 
1 ] sse 1 | 
аъ amn-1b, «е gQb97 bF | 
(35 | a ah, абс! 0% | 
| | 
| аң. Чң;19п+у c Зараа 2 
这 里 q ¿== 0, iz], 2, tts nal 
RE: (1 ) 经 过 行 的 调换 ， 将 原 行 列 式 化 为 范 得 莹 行列 式 。 
1 1 1 
а" (a— 1)" E (a — n)" 
原 式 (911915499 (a-1) s (an)! 
| 
a a-]1 а-п 
(11 i | 
а a-i a-n 
as fen дё {дыт e (aon) 
| a (а-1)? +. (a-ny 


12 


Apas 
b | 
a 
М-и 
E Jp 
pa 90 
| b a 
É N ln - 26i 


(2) 


用 行 


1 
a а- 1 "Ss a-n 


]1)09:-0*(i72) 8 21‏ €" ( = س 


| 
| 
x 


p (a—])"-! ig (a—-n)"-! 


a^ (a—-]?" -« (a-n)" 
nO) 
=(=1) А II [(a-1-i1)-(a*1- 7)] 
"-121i»Jjz1 
nm) 
2(-1) ° П (7-1) 
"*124(»j21 


列 式 性 质 1 


0 d (Y Gy 


n n-i кч n-1 n 
“| af а%-!0, a,b ^9 
n ме 1 n 
| Oni rim cn аш basi ! 
po n (ву (hy 
| а, а, а, 


ES n n 
=ауа ау, 


= (aiaz ang)" (à == 
1€j«(£«n«1 \ Gi aj 


П (ajb; — ajbi) 


(a,0,:- any )"- њ+126>421 — 


ааз 
ъ+12т4>}>1 


(a,a,:-- Aan +)" II (ajbi — ар) 


LERRA RÀ & n*t1z24»5j21 EM eet 
(авап * Qn + Gn -,* 7*8 440, )*** (аа) 


(2,05 «0n, у)" II (ај; — a453) 
E __ ___ AMiBé»j2i1 0 0 0 0 0 
(a „аһа, na) (a An a). (0,04) 


(ajay ang)" lI (ajbi — абу) 
.n+l>4>j>1 _ o ыг 
(a0 an, |)" 


= II (aibi — aib i) 


n+1242>J21 


13 


5. 用 数学 归纳 法 证 明 ， 


| a+b a, 0 0 0 
| 1 a+b ah 0 
| aq pn+1 
(1) Ра = 0 i a+, 0 HOT 
| 0 0 0 o 1 a+% 
| 2cos 0 1 0 0 0 
i 2 cos 0 1 0 0 
TIS. T po gne à 0 _ sin(n+1)0 
45 cxa аж m — — 7 sin 
| 0 0 0 ... 2 cos 0 1 o: 
| 0 0 0 et 1 2 cos 0 
š š а? — b? si Е M 
i. (10 no 1f, ZB D =a +, 右边 = 9 20 sab, 左边 = 右边 。 公 式 成 
la+» ab a! — ba 
x “n = 2f, EW = Р, =| =a? +ab +b’, H=- gop =a tah +, ^ 
| 1 a+) 
ж ЖЛ 
Б п=Ё—-1, #fin=R-2 HARR, UD 
а — b* _ g71 pii: 
Dham ی‎ Deu. 


Jag, M 


1 ab < 0 0 


ED wm 4 b | 


| 
D,2(a-5)Dy.,— ah |= (d 4) Di, - ab Dy, 


| Ü 0 . f aB | 


_  (а+6)(а" – 015) sii aki hio FUE 


a—b í a—b ест 


故 当 n= 时 公式 也 成 立 ， 于 是 公式 得 证 。 
(2) Mn=llf, D,=2cos0=- sin(1 +1)@ = 右边， 公式 成 立 ， 当 ?=2 HJ, 


sind 
2 cos 0 ] 
D,- = 4 cos? 0— 1 = 2 cos? + cos 20 
1 2 cos 0 
_ Sin20con0+sin0cos20 . sin30_ 
۹ sin ө ^ sinf ° 


fBuun-k-idn-k-2dp, AREA, H 
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eus sink. m n. = EE 


sin 0 sin б 


mor, Д] 


È 1 e ©0 0 
0 
П, = 2 cos 0D, .,— 


0 ees ies 1 2 cos 0 


sinkü _ sin(k-1)6 


sind sin 


=2 cos Û Di. ,— Dk_, = 2 cos 0 


„ 2cos0sink0—sin(k-—-1)0 _ Sin(hk+1)0+sin(k-1)0—Sin(kR-1)0 
sin 0 E sin 


_ Sin(h- 1)0 


sin Û 


故 当 # = 有 时 公式 也 成 立 ， 于 是 公式 得 证 。 


$4 克 莱 姆 定理 
1. 试用 克 莱 姆 定理 求解 下 列 各 线性 方程 组 
r, + TZ, + 57g + 7z,= 14 ZT+Y+2Z2=Q0+0+ce 
32, 52, + T2, +Z, = 0 Puasa 
(1 
SZ, +7z; +Z, + 372, = 4 bcx + сау + abz = 3abc 
T£, +T, + 37g + 51, = 16 (а, b.c 为 互 不 相等 的 数 ) 
解 :( 1 ) 这 里 
|1 1 5 4 E 1 5 7 
| | 2 -8 -20 
$ Б 7 1 0 2 -8 -20 
Omm w k ЫРЫК S o 
-6 -32 -44 
7 1 3 5 0 -6 -32 -44 
E 1 | 1 1 id | > 3 | 
PANSER з 8 =64 0 2 p |= 64x81 
| 
3 4 11| 0 7 26| FB 
M 157 о | 294 -447 
0 5 7 1 ü 5 7 1 0 0 01 
р,=| = 2 = 2 
4 7 1 3! 2713 2 -8 -203 
la 4 3 5| (8 1 3 5 [8 -24 -32 5| 
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7 -34 -44 7 -34 -44 7 34 22 
=(-1)##2|2 -8 -20|=2x2x8 1 -4 -10|=641 4 5 
8 -24 -32 1 #48 =й 1 3 2 
0 13 8 
2640 1 3|=64x(-1)+! = 64x31 
1 3 2 1 
1 14 5 7 1 7 5 7 1 7 5 7 
з 071/8071 0-21 -8 -20 
' [8 418, 152158 р, 
L " w g s B| 0 -41 -32 -44 | 
8 = E | 
21 -8 -20 211 5 «in -7 | 
=2| -33 -24 -32 |= -64| -30 0 -7|=-64х(—1)!** | 
| -41 -32 –44 | |-480 -9| =48 ев 
= —64x 31 
1 1 14 Д -20 -34 14 7 
| -20 -34 14 
3 5 0 1 0 0 0 1! | | 
TEM 4 ЧЫ 8 4 3 k d 
Ep „ай ы | 
r || | | -8 -24 16| 
[7 1 16 5) | -8 -24 16 5 
|10 17 "| 0 -13 -13 
——— 1 2 112640 -1 -1 
| 
1 3 2) 1 3 2 
-13 -13 
-264x(- 1)%*1 64х0=0 
э ёз 
11 5 14| D 1 5 dA 
-8 - 42| 
3 5 7 0 2 -8 -42 2 £ 
Dic sog d. al g wewWnoe4u ^ 7 Q2 ^Е 
-6 -32 -82 
7 1 3 16| |0 -6 -32 -82 
1 1 21 1 1 21| š sa 
=2x(-8)x(-2) 1 3 33 =32 0 2 vi S 
-3 4 41 0 7 104 LT I 


=32x 124., . 


D, | 64x31 D, _ -64x31 


ыеп таки 6^5 =p 4x31 TTL 
Da 0 hk E _ 
z= D = ахз ^ = р saxa ^7 
(2) XH 
1 1 1 
D=|a b c |=ађ? +ас+ бс? -b?c—- ас? – a?5 = (a-—5)(b—- с)(с-а), 
bc ca ab 


Юа, ^. c 是 互 不 相等 的 数 ， 所 以 也:#0。 
а+б+с 1 1 


П,=|а +2 +c b с l=ab* (a+b +c) + (a 5? + c?)ca + Зађс? 
Заёс ca ab | 


¬ Зађ?с — ac?(a - b - c) - ab(a*? + 5? + c?) 
za(a—-5)(b—-c)(c-a) 


同 理 可 得 D,-25(a-5)(5—c)Yc-a), D,2c(a-25)(5—-c)(c—a), 


_ Dı „ a(a-b)(b-c)(c-a) _ „_ Di, b(a-b)(b-c)(c-a) 
AS железе сынсу О SUE Та air o.) "^ 


гъ Ds c(a-b)(b-e)(e-a) _ 
D | (a-b)(b-c)(c-a) 


为 方程 组 的 唯一 组 解 。 
2. 求 一 个 二 次 多 项 式 fO) B fe 1)= -1, f€ -1)=9, f( 2 )= -3. 
B ЭТК 21500) f(z)=am + br+oc, Erha, b, c HEAR. 
由 于 
Ї(1)=а+ь+с= -1 ў - 1) =а-0+с=9, f( 2)=4a+25+c= - 3, 
所 以 可 得 方程 组 


a+ó+c=-1 
DOE 
4a +26 +с= – 3 
这 时 
1 1 工 ji 1 1! 
Dz 1-1 11-26, D, 39-1 1|=6 
14 2 1! -8 2 1 
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D,=| 1 9 1 |= – 30, D,= |1 -1 9 |= 18 
4 -3 4 2 —8 
"Rom P -D _ -30 __ " „18 _ 
ia k eg е Hee mq Ul. Aeg E, 


BDBIoR BS КФ f(r) = 2° - 5 4 3, 
з. 假定 水 银 密度 4 Уа t 的 关系 为 


А= а, +a, t +a, +a, 


由 实验 测定 得 如 下 数据 


t 0° 10° 20° 30° 


& | 13.6 13.57 13.55 13.52 


Ж t= 15"，40" 时 水 银 的 密度 C 准确 到 小 数 两 位 ) 。 
解 ， 由 已 给 数据 ， 则 得 方程 组 


à, = 13.6 

а, + 10a, + 100a, + 10002, = 13.57 
a + 20a, + 400а, + 8000а; = 13.55 
a, + 30a, + 9000, + 270000; = 13.52 


这 时 


10 0 0 

1 10 100 1000 | 
120 400 8000 
1 30 900 27000 


10 100 1000 | 
-(-1)'*!| 20 400 8000 
36 900 27000 | 


\11 1| 
- 10x 100x 1000 2 4 8 =12000000. 
|39 27 | 
13.6 0 0 0 | 


| | 10 100 1000 | 
12.57 10 100 1000 | | 

T^ арыш x00] I” TEM BU АШ BOUG | = 128X TDD, 
; | 30 900 27000 


13.52 30 900 27000 | 
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11 13.6 0 0| | 0 0 
p -| 1 13.57 100 1000 | - 0.03 1000 
` |1 13.55 400 8000 - 0.05 8000 
|1 13.52 900 27000 - 0.08 2700 
| 0.03 100 1000 | 
= -(-1)*!| 0.05 400 8000 |= —2000x25. 
| 0.08 900 27000 
|1 0 13.6 0 1 0 0 
p. 1 10 18.57 1000! |1 10 -0.03 1000 
b Е 20 13.55 8000| |1 20 -0.05 8000 
|1 30 13.52 27000) |1 30 -0.08 27000 
|10 -0.08 1000 | 
-(-1'!|20 -0.05 8000 |= 1800, 
| 
| 30 -0.08 27000 
|1 0 0 13.6 | I3. 0 d 
" (1 10 100 13.87| |1 10 100 -0.03 
= = | 
“11 20 400 13.55! |1 20 400 -0. «05 
|1 30 900 13.52. |1 30 900 -0.08 | 
|10 100 -0.03 
-(-1)*!20 400 -0.05 |= - 40, 
|30 900 -0.08 
" _ D, „ 12000000x13.6 -13 6 D, _ —5000___ 5 
° p 12000000 6, 12000000 1200 ° 
a- D... 1800 _ 3 _ D . -4 ___ 1 
25 =D © 12000000 ^ 20000 ° 12000000 300000 
于 是 hib PRAE i-a p 
25 : 1200 20000 300000 
M 1 = 15。 时 Љ= 13.6 dE, 90И — l » 15-6 
, Ç 9r 20000 300000 * 
" 5 3 3 
M # = о; = ЕС г АННЕ —  _ Y ES pes 
M 40°], А= 13.6 i200 x 40+ 3nosg * 398009 X 40? = 13.46, 
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第 二 章 “线性 方程 组 的 数值 解法 
$1. 主 元 素 消 元 法 


l. 主 元 素 和 保留 方程 是 唯一 的 吗 ? 

їй: 主 元 素 和 保留 方程 不 一 定 是 唯一 的 ， 例 如 ， 方 程 组 
5.36 ®+2.63 у— 1.27 2=3.69 
| 2.992-—5.380+1.822=0.813 
`1.492+2.910— 4.37 z- – 2.15 


中 绝对 值 最 大 的 系数 有 两 个 ， 而 采用 的 主 元 素 不 同 就 会 用 不 同 的 方程 作 保留 方程 。 
2. 用 主 元 素 消去 法 计算 例 2 中 系数 行列 式 。 
解 . 演算 表格 如 下 : 


3E 列 数 | | 
ET -检查 和 o 说 明 
1 2 3 4 
m, 5 2 8 2 12 0 
m 2 4 1 |-2| 5 @ 
т, 1 |-3| 4 3 @ 
3 2 2 8 15 @ 
| 
k 17 3 5 33 u 
E er 2 | 2 j | Patan ED 
11 9 3 35 _ 
4 | 2 | 2 1 | =Q +m D 
1 15 | 13. Ei " 
ks 8 Í 2 = @ = @ + т, x ® 
@ 
ЖЕ, 2 J| @=@+k,x@ 
@ 
.52 B | 160 " 
| 24 | 2 | | 24 9-0*5x6 
@ 
_64_ | 64 2 


— — n TL nq l. . —T-Yn R — HF o — v—yÚ 
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1 
= s s M £= Ms= = g > h = 一 3" TEF l=- T 
因此 所 给 系数 行列 式 为 ， 
64 64 
| -27 0 0 0 A 0 8 0 
ll 9 3 م‎ 92 9 0 0 
4 2 2 -| 24 2 -MXTXLXB-3M, 
pty jui à 
24 2 4 2 
| 3 2 2 8 3 2 2 8 
82. ЖАК 
1. 判别 下 面 迭 代 形 式 是 否 收 敛 
1= 0.37Z,-0.1TZ,+ 0.2 T4 — 0.25 2+ 8 


T,= 0.1 Z,*0.42,—0.314,—0.312,— 6 
T= —0.15 7, +0.1 7, + 0.2 7; + 0.1 24+2 
т,=0.3 X, +0.25 T,- 0.25 T,- 0.37, – 3 
B JBA 33 ПЕ тү, т,, Ty т, 的 系数 的 绝对 值 之 和 分 别 是 ， 
0.3+0.1+0.15+0.3=0.85, 0.1+0.4+0.1+0.25=0.85, 
0.2+0.3+0.2+0.25=0.95, 0.25+0.3+0.1+0.3=0.95, 


其 中 最 大 值 0.95<1， 根 据 定理 2 ， 满 足 收敛 条 件 ， 所 以 用 简单 迭代 法 求解 时 收敛 。 
2。 试 把 方程 组 


11x,- 3 Za ¬ 321, = 1 
| - 22 x, + 11 TZ, + Ts=0 
TI— 47,+ 21 =1 
化 成 收敛 的 迭代 形式 。 
解 ， 因 为 在 第 二 个 方程 中 n 系数 绝对 值 最 大 ， 且 
222>11+1, 
在 第 三 个 方程 中 гі, 系数 绝对 值 最 大 ， 且 
4>2+1 
在 第 一 个 方程 中 z, 系数 绝对 值 最 大 ， 且 
33>11 +3 
所 以 方程 组 可 化 成 下 面 的 迭代 形式 : 
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ї1=0.5 т, +0.045т, 
| т,=0.25т, +0.5 хт,—0.25 
z, =0.33z,-0.09 z,-0.03 


有 对 任何 初始 值 它 都 是 收敛 的 。 
3. 用 简单 迭代 法 来 解 方程 组 
8rt y- 22-2 9 
[inae z=19 
br—- 2y-202-272 


解 ， 按 行 的 规则 ， 这 线性 方程 组 适合 主 对 角 线 元 素 强 超 条 件 ， 它 的 和 迭代 形式 为 ， 


" "ET 9 
ia 8 tg 

208 lox 49 
y= io” +1027 10 

P TOC 18 
2 = 1 T 1o Y + 5 


БАЕ ИЯ ka EAS, KHER, ЖЇК ДК: 


+ = - 0.1259? + 0.25209 + 1.125 
у®%*Э = 0.3 2 +0.1 2-1.9 
Zt) = - 0,252 +0.1 у% +3.6 
演算 表格 如 下 ， 
0 —0.125 0.25 ЕЕГ 
0.3 0 0.1 -1.9 
-0.25 0.1 0 3.6 
初始 近似 值 | 0 0 0 
| 第 一 次 近似 什 | 1.125 -1.9 3.6 | 
第 二 次 近似 值 | 2.2625 1.2025 3.1288 MM 
жий | 2.0575 -0.9084 2.9141 | I 
第 四 次 近似 什 І 1.9671 | 0.9913 2.9948 
第 五 次 近似 什 | 1.9976 - 1.0104 3.0091 І 
第 六 次 近似 值 | 2.0036 一 0.9998 2.9997 
第 七 次 近似 值 | 1.9999 —0.9990 2.9991 
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MRE: z=1.9999, у= -0.9990, z=2.9991, 


$3 ETER 
l. 使 逐个 选 代 法 求解 方程 组 


52+ y +20 = 1 

- T+ 4Y +22 = — 1.69 
3r +6г2— = 1.69 
r-2y +40 = 3.21 


М. 按 行 的 规则 ,这 个 线性 方程 组 适合 主 对 角 线 元 素 强 超 条 件 ,因此 有 收敛 的 迭代 公式 : 


1+9 = - 0. 2C? -0.4  wU +0.2 
yD = 0,25х + - 0.5209 — 0.4225 
zD 0,5 guo + 0.166750? + 0.2816 
wD = — 0,25z0* D + Q, 5y D * 0.8025 
演算 表格 如 下 : 
0 -0.2 0 - 0.4 | 0.2 
0.25 0 -0.5 0 |— 0.4225 
-0.5 0 0 0.1667 | 0.2816 
- 0.25 0.5 0 0 | 0.8025 
初始 近似 值 0 0 0 0 | 
Wa 0.2 —0.3725 0.1816 0.5663 | 
_ | 


ке 0.0480 -0.5013 0.3520 0.5399 
第 三 = 次 近 似 值 0.0843 -0.5774 0.3295 0.4927 


第 四 次 近似 值 0.1184 一 0.5577 0. ind 0.4941 


第 五 次 近似 值 0.1139 -0.5463 0.3070 0.5009 


所 求 的 解 ， r- 0.1139 u= -0.5463 
z=0.3070 m= 0.5009 


2. 试 证 82 中 定理 1 及 定理 2 对 逐个 迭代 公式 ( 1 ) 同 样 成 立 。 
解 :( 1 EE 1 的 证 明 ， 
E 82( 3 ) 一 样 ， 令 eP = |° хе. RIA 
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e(k+i)<C |a e + |a, | et квк qe |a,» | e$? 


єт 0< a | efr + [255 | ee? ducem | d,» | e? 


e+ 0< |a, [tet o + |а, | get Du eA |ann | в 


4 дк = max e, JA Lal sS — T JE S 


eeu d, 
因为 x<1， 由 第 二 个 方程 得 
ekt D< |a, | Ox + [а,,| 299 + e [а,„ | ef? cu Ox 
同样 可 推 证 : 
esu бк, 77, Et+ <p дк. 


因此 Ôk SE д» 同 82 定理 1 的 证 明 一 样 ， 2900, 所 以 定理 成 立 。 
( 2 ERE 2 的 证 明 ， 
THE, $ аз = |а| + |a55| + + [43,3| + |а| 


bi = 2545,21 + |as] + + lanal 
ај+0ј= с) 
将 (* ) 中 各 式 相 加 ， 得 
eie n + e(k+i) 十 т. + e+ Dae +а,е 0 Te +a, et 
tbe D + pet D L... buen 
移 项 ， 由 于 aj=cj-bj<c;j-—-c;jbj=c;j(1-b;)<r(1-D;) 
我 们 有 (1- bet e (1 - bet n e + (1 — bet < 
«r[(1- be? + (1-7 b,)€¥ + + (1— Бъ) 7 
4 Ак = (17 be + (1 — bet? e (Ob? 


就 有 Ar. «тАк 因此 Акъ ETT AS, 于 是 Ak+ —>0, 
因为 0<1- 601, ТЕД e 久 >0， 因 此 定理 成 立 。 
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(*) 


第 三 章 线性 方程 组 


$ 1. 向 最 的 线性 相关 性 
1 。 求 下 式 中 向 量 а; 


5(«,—«)+2(«,+а@)=5(@,+@) 
其 中 a,=(2,5, 1,3), @,=(10,1,5,10), %,= (4, 1, — 1, 1). 
Ж. УНЕ a = (0,,а,, аз, a, AR RIDE НОЛИТ. LEE SURG ЕЩ, BH, 


3(0,—0)42(8,-0)-5(a8, G) 


得 (6—3a,+20+2a,, 15—3a,+2+2a,, 3— За, + 10 +2a,, 9—3a,+ 20 + 20,) 
=(20+5a,, 5+5a,, – 5 +5а;, 5 + 5a,) 

因为 两 向 量 当 且 仅 当 它 们 的 对 应 分 量 相等 时 才 相 等 ， 由 此 得 到 : 
26—a,=20+5a,, 17-—a,=5+5a, 13-a,= – 5 +5а,, 29—a,=5+5a,, 


G,=1, G,=2, 34-3, a,= 4, 
Вр а= (1, 2, 3, 4) 


2. 假定 gl，…， Am 是 m 个 维 数 相同 的 向 量 ， 如 果 存 在 m 个 全 为 零 的 数 S, сз, 
kms ЇЙ kia, + °“ Ra Ru = 0, Ë] Cs, +, om 是 否 线性 无 关 ? 如 果 任 何 不 完全 都 是 零 的 m 
个 数 Ё,, Us Em 使 kia, + + Rm Ox 0, Qis l, Am 是 否 线性 无 关 ? 

Bi. (1 )m Ж R i, s Rm, REIN, RV Hee hy Cm = 0, 但 不 能 就 判定 aú, 
…，Qm REER, 


如 ， &,-(1, 0), @,=(-1, 0) 
显然 0*««,-0*0,-0, 
但 ci + a,=0. 


所 以 w, 5 a, 却 是 线性 相关 的 。 

( 2 ) 如 果 对 任何 不 完全 都 是 零 的 由 个 数 kis Uo Rao HEEE RG, + А а 0, {Ш 
就 是 说 ， 当 且 仅 当 R. =-= Ra = 0 HF, FAE 9+, =O, MAREE а. cn, а„ 
是 线性 无 关 的 。 

з. 假定 Cys s Ams Bis o Bm 是 同 维 的 向 量 ， 如 果 R iW eorr hy Gm FRB, e 
+haB; = 0 成 立时 只 有 局 = = = 0, а] @,, 0. Oms Be =, B, 是 否 线性 无 关 ? 

解 ， 由 于 这 里 选取 的 2m 个 数 并 非 是 任意 的 ， 虽 然 仅 当 h i= = 0 时 才 有 
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kı + + Ry ES + h Ë, + Ва = Û 

但 并 不 能 判定 Gis --, Rm. Busco. Bm 是 线性 无 关 ， 例如 取 а= (1,0), a,-7(0, D, 
Bı = (0, 0), 8,=(0,0), KHIM А = R, = 0 时 才 有 

hk, + RAC, + RÊ, tk B =k a +k a, = 0, 
但 它们 却 是 线性 相关 的 ， 因 为 

0. &, +0 • а, + В, + В, = 0 
4. 假如 « ВЕ wl, cc. Xm 线性 表示 : 
a=k At + Rm, o 

问 这 表示 是 否 是 唯一 的 ? 


解 ， 如果 又 有 & =1hioai+…+lman 

两 表示 式 相 减 得 ， 
(А; "e l)a, + е4: (Rp = In) Cn, = 0 
+= = Q,, ` Am 是 线性 无 关 时 ， 推 得 ， 
h =l, Ut km = lm 

即 这 时 a 的 线性 表示 式 是 唯一 的 。 

当 а, `", Km 是 线性 相关 时 ， 上 面 等 式 中 至 少 可 以 有 一 个 数 kih) 可 以 不 为 零 ， 这 
时 а 的 线性 表示 式 不 是 唯一 的 。 

5. 假如 Ais 07, Am 线性 相关 ， Bis Ut Êm 线性 相关 ， 那 就 有 不 完全 为 零 的 数 kis 
tt, Ату [E 

kia, + нА, OR = O, RB, +: + Empan = 0 

因此 h( a, + B,) + °°° + Eml Am + Bm) = 0, 所 以 с, + В, Mss Cm + Ba, 也 也 线性 相关 。 法 是 
否 正确 ? 

解 ， 这 种 证 法 不 正确 。 由 “假如 as am RIER, Bis ero Bm 线性 相关 ，” 从 定义 
上 不 能 肯定 有 不 完全 为 零 的 数 k,，…, hn( 对 两 组 向 量 ， 同 一 组 Rice. Ra), (E 

CD + °°° + Rpg Um = O, А,В, + e + А.В. = 0 (A) 

事实 上 有 两 种 可 能 ， 

(1 ) 确 有 完全 相同 的 kis е, km 使 (4) 成 立 ， 从 而 推 得 a + ıs و‎ dn. + Brn 线性 相关 。 

(2 ) 若 是 ка, + "Ra PLI AB, + А + Aga = 0 
其 中 机 与 hi(i=1,2,，…m) 不 全 相同 ， 就 不 能 推 得 aites Cm + Êm 也 线性 相关 。 这 里 
举 一 例 ， 如 


@%,=(1,0, 0), «,=(0, 1,0), «= (0, 0, 0) 
8,2(0,0,0, B,=(0,1,0), В. = (0, 0, 1) 
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9,0, a, 线性 相关 ， Bi B, В. 也 线性 相关 ， 但 а, +В, = (1, 0,0). а,+6,=(0,2, 0), 
а, + Bs = (0, 0, 1) 却 线性 无 关 。 

6. 有 同 维 的 向 量 组 (1 20,555, Crs (2 DCs 75, Aps Crys am。 问 (1) 无 关 时 ， 
( 2 ) 无 关 么 ? 又 ( 2 ) 相 关 时 ，( 1 ) 相 关 人 么 ? 

R: (a) 当 ( 1 ) 无 关 时 ( 2 TREL, BAREAK, AM an = 0 则 显然 ( ME 
线性 相关 的 。 

(65) 当 ( 2 ЭАЭС 1 ) 可 能 线性 相关 ， 也 可 能 线性 无 关 ， 如 (1 ) 只 有 一 个 非 零 向 量 则 (1) 
总 是 线性 无 关 。 

7. 假设 有 两 个 向 量 组 


QC, = (O9 77, 0g.) е, „= (dg, s Gmr) 
В, = (Cys o Girs Girgis o ау), n» Bm = (Omıs >s GarsGmr+is 75 бта) 


试 证 ， 如 果 aes Amn 线性 无 关 ， IMR Bo obm 也 线性 无 关 。 ПЕ ЖОЕЛ pv yr? R 
举例 说 明 。 
证 明 : (a) áp Ж Q,,77, Km 线性 无 关 ， JUj FY HE p. E Bm 也 线性 无 关 。 我 们 用 反 证 法 : 


假若 B, В, 是 线性 相关 的 ， 那 就 存在 不 完全 都 是 零 的 数 %,，…, km, 使 "ORC" 
А.В, + °°“ + kbm = 0 
即 Ran +: +R =0 


Ray + + RÀ... =0 
(ж) 


В.а i + ss spe En. = 0 


аһ To + Атат = 0 
HB r 个 等 式 可 推 得 
RU, + ‘°° + Ry lm = 0 
这 和 题 设 矛盾 ， 所 以 В, iii Ên 必 线 性 无 关 。 
NE Bis --., Bm 线性 无 关 ， 且 n>r 时 ， 则 不 能 推 得 «950. an 也 必 线 性 无 关 。 如 
В, = (0; 0, 1), В, = (0, 1, 0) 


&,= (0,0), 9,= (0, 1) 
8. 假定 向 最 Cis U, 0, 线性 无 关 ， 试 证 C+ Cy, €, 0,, а, +а, 也 线性 无 关 。 
ШЕ 88. 1% коа, +а,) -R,(X, + C4) + А09, + €) = 0 
即 (kı + А) а, + (kı + RB), + CR, + R4) %4 = 0 


因为 Cys, а,, а, REZA, PD ky + R= 0, kı + Ra =0, ,+s=0。 由 此 推 得 Rk = В, = hs = 
0 ， 所 以 G+ 0,, а,+а,, а +а, 线性 无 关 。 
9. 试 证 ， 任 意 线性 相关 向 量 组 中 任意 向 量 是 向 量 组 中 某 线性 无 关 组 的 线性 组 合 。 
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证 明 ， 设 这 线 忻 相关 的 向 量 组 为 Us …，am， 我 们 这 样 从 中 挑选 一 组 线性 无 关 的 向 量 : 
自 左 至 右 ， Wa,- 0 就 不 要 ， 而 ais ол, а, 若 能 用 а, 线性 表示 。 就 不 要 ， 而 不 能 
用 а, 线性 表示 就 先入 …， 当 考虑 u 时 ， 若 前 面 已 选 了 А А>), Ша, 能 用 这 k 
个 向 量 线 性 表示 ， 就 不 要 ， 而 不 能 用 这 R 个 向 量 线性 表示 就 选 入 这样 一 直 进 行 到 т, R 
们 挑选 到 一 组 向 量 : 

‚зе, Qu (10&i,« c йш), 


it Rite + RIC i1 = 0 


Ш] k MAREE. 因为 不 然 的 话 有 
-— l 
gum " gu isa 


这 和 挑选 的 结果 相 矛 置 ， 同 理 可 得 
R= у= = А = 0) 


所 以 Ci 是 线性 无 关 向 量 组 。 
对 于 向 量 组 €... am 中 任何 一 个 向 量 «3. Ж w; 属于 前 一 线性 无 关 向 量 组 则 有 


Qj=0° Gu tle Cj + +O Cit 


жау 不 属于 这 线性 无 关 向 量 组 ， 则 它 可 被 在 它 前 面 洗 入 的 那些 向 量 线性 表示 ， 从 而 也 可 被 
Cis n, ® 线性 表示 。 、 
10. 将 别 下 列 向 量 组 是 否 线性 相关 ? 
(1) (1,1,1), (2,2,2.2) 
(B) (151), Clp 258): (La 85 6) 
解 ，( 1 ) 因 为 我 们 只 在 维 数 相同 的 向 量 之 间 定义 它们 的 线性 相关 ， 线性 无 关 而 向 量 
(1,1,1), (2,2,2,2) 的 维 数 不 相 同 ， 所 以 不 考虑 它们 的 线性 关系 


(2) (1,1,1) + 2,01, 2,3) + 5(1, 3,6) =0 


A + Р, + А = 0 1 1 1 Pes 1 
Jo 因为 系数 行列 式 | 1 2 315610 121-51, 
h + 3k, + 6k; = 0 1 3 6 | o 2 5 


所 以 方程 组 只 有 零 解 ,: h =, = = 0 因此 向 量 组 线性 无 关 。 
11. K FI Ж ШИ: 


1 0 1 0 0 

1 2 3 4 11000 

(1) [; = 2 4 `] (2) 01100 
1 10 1 2 0.0 1 1 0 

0 1.0 1 1 


Ж: 分 别 用 Ais €, d, Жіп, 因为 
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根据 定理 1, а,, €, 线性 无 关 ， 又 显然 有 
30, 一 202=Qs 


所 以 «,, а,, a, 线性 相关 ， 根 据 定理 2 EEC ) 的 秩 是 2 。 


= =. O e 
= © © о 


T C Lm. e c 
© m. e о н 
= m Фф © c 
= о о © o 
Ф mm н о 


КАЈ К, HEEE (2 ) 的 秩 是 5 。 

12. 在 秩 是 r 的 矩阵 中 ， 有 没有 等 于 零 的 >- 1 阶 子 式 ? 有 没 有 等 于 零 的 r 阶 子 式 ? 
有 没有 不 等 于 零 的 ++1 阶 子 式 ? 

WR. ERA r 的 年 阵 中 ， 有 可 能 出 现 等 于 零 的 "1 阶 子 式 ， 也 有 可 能 出 现 等 于 零 的 
” 阶 子 式 ， 但 根据 秩 的 定义 ， 决 没有 不 等 于 零 的 "+1 阶 子 式 。 如 和 矩阵 


1 2 3 
1 2 4 
0 0 O 


它 的 秩 是 2 ， 显 然 有 --- 阶 子 式 为 零 ， 也 有 二 阶 子 式 为 零 。 

13. 假如 从 和 矩阵 4 中 划 去 一 行 得 到 的 矩阵 是 B, jj А, B 秩 的 关系 怎样 ? 

解 ， 设 矩阵 4 的 秩 是 ras ЖЕ B 的 秩 是 xn， 而 Ga. ce. ar 是 矩阵 A 中 个 线性 无 
关 的 行 向 量 ， 而 其 余 的 行 向 量 都 可 由 它们 线性 表示 ，& 是 4 中 被 划 去 的 行 向 量 

(1)# a FE oes К, TH, Ж oa, 则 矩阵 4 中 余下 的 行 向量 如 果 都 可 由 Wc 
ax 线性 表示 ， 那 末 ra =R- 1， 如 果 不 都 能 用 a,，…，a BERR, ЯЖ re=k, 即 这 时 
та=7в+1, 或 ?4=7B 

(2); а 不 在 a-s а, 中 ， 则 Gs °“, Qn 都 是 妃 的 行 向 量 ， 所 以 za = mn. 

总 合 上 述 情形 ， 则 有 та = ив 或 74=7B+1。 

14. 求 作 一 个 秩 是 4 的 (6, 5) 一 矩阵 ， 它 的 两 个 行 向 量 是 (1,0,1,0,0), (1, –1,0, 
0,0) 

E: 这 样 的 矩阵 很 多 ， 只 要 保证 有 - 4 阶 子 式 不 是 零 ， 就 可 以 
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如 


оо о = н н 
Фо © о = o 
ФФ о O o н 
ФФ = coo 
oo Ф © oco 


15. Ж: (т, п) — FERE 


| а, c б | 
ау ` Опт 
的 秩 为 0 或 1 的 充 要 条 件 是 有 m+n 个 数 a s Gms bi，…，b 存在 ， 使 得 


ad = 4402, iz]1,-,m, J =1, | n. 


ilH]: “必要 性 ? š 若 和 矩阵 秩 为 0, J] FE E 的 一 切 元 都 是 零 ， 显然 可 选择 G = = 
dm =b; = bn = 0; BE 秩 是 1, 根据 定理 2 9 ABRE 1 个 列 向 量 线 性 无 关 ， 而 其 余 
n -1 个 列 向 量 都 可 用 它 来 线性 表示 ， 所 以 这 和 矩阵 应 有 如 下 形式 


| Ria, c, ЁЮ-0йц, ац, Ead ZEN CUm | 
kimis 775 у.а.» ami? Riri mls و‎ Rnt mt 
Bp 4) = QR; 4 ай = сщ, 1=1,:-,т, bi- 1, Еу = bs (j21,:5,1—-1,1- 1,:-, n) Д 


аі = ај i=1l,- m, j-1,-,n 


“充分 性 ” t 若 和 矩阵 中 0,34 = Qubs i=1,.…, т, j-21,,m 


а c аш a,b, $ ev abn 
ami c Omn amb, 7 ambn 
AREE BS EET — r T N 822; 若 一 切 a. 都 是 零 ， 则 它 的 秩 是 零 ， 若 有 0+0, E Н) 
El. 
$ 2, 齐 次 线性 方程 组 
解 下 列 各 章 次 线性 方程 组 : 


21,— 4T, + 5T, + 32, = 0 
1 [mem AT, 2x,-0 


41,7 8T, + 177s + 112,-0 
解 ， 显然 第 一 个 方程 的 5 倍 与 第 二 个 方程 的 (-- 2) 倍 之 和 正 是 第 三 个 方程 ， 而 
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2 5 


Ш 


= - 7% Ü 


3 4 
所 以 系数 矩阵 的 秩 是 2 ， 因 此 可 用 前 二 个 方程 得 ; 


| 27, + و57‎ = 4z, — 31, 


Ён 
3T, + AT, = 6T, — 27, 
用 克 菜 姆 规则 ， 
4r, — 3T, 5 
D,- = ~ 147, ~ 2r, 
67, ~ 2t, 4 
2 4X, — 37, 
= = 51, 
3 6x, = 224 
^ Z = 272 + 22, Ts 二 Ta， Шуш -了 zu 74 = و74‎ 这 就 是 所 求 的 解 ， 其 中 TQ. X, 是 任 
意 数 。 
Ti - x, TI = 
т, - T, +T, = 
2. T-T, + Z, — Z, = 0 
x=, — T, T Tg = 
т, - 2, +I. == 


解 ， 显 然 第 二 个 方程 与 第 三 个 方程 的 和 正 是 第 5 TPE. FERATE, AA 


0 0 0, 
| 1 0 0 
0 1 -1 1 al 
б=| 0-1 1 =1#0 
|l 1 Ü ^L! 0 = 
1 0 -1 
0 1 0 0 
移 项 就 得 到 
Ti =T- T 
T,- T. +Z, = 0 
两 = 而 ق‎ i. 
x, =r d. 
р وولا واک ر‎ Л E а е, Dy کوت‎ 


这 就 是 所 求 的 解 ， 其 中 om z, 是 任意 数 。 


$3. 基础 解 系 


1. 有 求 82 刁 题 由 各 齐 次 线 人 性 方程 组 的 基础 解 系 。 
解 : 习题 1 的 解 向 量 为 


(22.9 22, n. -$z,2,)-z 1 0,0) + 2.0, - 51) 


因为 (2,1,0,0)，(2,0, 一 5,1) 线 性 无 关 所 以 方程 组 的 基础 解 系 是 : 
(2,1,0,0), (2, o -$, 1) 


习题 2 的 解 向 量 为 
(X, — Tos Ty = Хь» L وو‎ X3, Ie» T.) = = 
=1,(1, 1,1,1. 0,0) +r- 1,—-1,0,0,1, D 
所 以 方程 组 的 基础 解 系 是 : 
(1,1,1,1,0,0), (— 1, -1 0 0,1,1) 
2. 假如 Cin Coy, в, 是 某 齐 次 线性 方程 的 基础 解 系 ， 问 а, +а,, а,+а,,а,+а, 是 
不 是 它 的 基础 解 系 ? 
解 : На, us а, 是 某 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ， 则 这 三 个 向 量 线性 无 关 。 由 §1 3 
题 8 知 ， Ct Mas а,+@,, G, +a, 也 线性 无 关 ， 且 是 该 方程 的 三 个 解 向 量 。 
由 题 设 知 ， 该 方程 的 任何 一 个 解 向 ар Xis Azs ©; 的 线性 组 合 [zu 即 有 任 一 解 向 量 а; 


а= Сла, + Ca, +С, = ( $e +-©—)а,+ (S+ ра ) «+ ($ Cs + C )а, = 


= (C+ C= Са) (а, + »2( ++(C,+C,- C) (a, + Qa) + 
+3 (C,+ C1 С,) Са, + &,) 


所 以 方程 的 任 fuf — 个 解 向 : 量 a 也 是 AAA (.,+G, G.+ d, 的 线性 组 合 ， 根据 定义 ， 
Cı +a, C+ Cg, +a, ا ا و‎ Е 


3. BUB 
1-21 00 
1 —2 0 1 0 
0 01 -1 O 
D e$ 9 -$ 5 


的 各 行 向 量 都 是 齐 次 线性 方程 组 


42 


Tt T+ T+ TQ IQ-0 
37+27, + Y, T,- 31, = 0 

T, + 274 + 22, + 61, = 0 
57, + 42, +31, +3Z,— T=0 


的 解 向 量 ， 问 这 4 ТАВ ВЕ МУЛ ЕА, КАКВЕ, X4 个 行 向 时 是 多 了 还 是 少 了 ? 
假如 多 了 ， 如 何 去 掉 ? 假如 少 了 ， 又 如 何 补充 ? 
解 ， 显 然 方程 组 中 若 用 (1)(2)(3)(4) 依 次 表示 各 方程 ， 则 它们 之 间 有 下 列 关 系 ， 


(2)23€12- (03), (4) =5(1)-(3) 


1 1 | 
而 =1x0 
0 1 
因此 要 求解 线性 方程 组 ， 只 要 求解 
T, +T, = — L 一 Tr,- x, 
| T, = ~ 2Т,— 2%,- 61, 


Ë  т,=7,+г,+5,, T,= - 2T,- 2T,- 62,, Ty = Is 
I =Z, T= Ty 
方程 组 有 一 基础 解 系 ， 
它 包含 三 个 解 向 量 
Bi=(1, —2,1,0,0), В, = (1, -2,0,1,0), B=(5, —6,0,0, D 
A UH] а, Ca, а, ЖОН КИТИП, PRA: 


Cg = M~ dy, @,=3@‚—2@, 


REH HEREY 4 个 行 向 量 中 线性 无 关 的 顶 多 只 有 二 个 ， 因 此 不 能 构成 基 MRR, 因为 «= 
8, aa = Ba, HEIR TRE, HER E B, 就 构成 基础 解 系 。 
4. 假设 线性 方程 组 


ар + 011, b +Z nZ, = 0 


amili +057, + + Онъа = 0 


的 解 都 是 biz + b,z, + --- + bara = 0 的 解 ， 试 证 ， 
B= (by bbn) 是 gi= (05 Girs 7, а), 
Am = (Opi mas “os amnau) 的 线性 组 合 。 
解 ， 根 据 题 设 ， 两 齐 次 线性 方程 织 
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ау +AT, + c8 tura = 0 
аху td, + + GnTn = 0 


ањ; + 825 + °°° + GmnFn = 0 


ањ + Oma + el альт = 0 bx, + b,£, + ... + bnXn = 0 


有 完全 相同 的 解 、 所 以 它们 基础 解 系 所 包含 向 量 的 个 数 完全 相同 ， 从 而 这 两 个 齐 次 线性 方程 
组 系数 和 矩阵 的 秩 完全 相同 。 由 此 得 出 两 系数 和 矩阵 行 向 量 的 最 大 无 关 组 的 向 量 的 个 数 相同 。 设 
Cis б, Cs (ISS <i sm) 是 第 一 个 系数 算 阵 行 向 量 中 的 一 个 最 大 无 关 组 ， 则 根据 上 
面 推断 ， 它 也 应 是 第 二 个 系数 矩阵 行 向 量 的 一 个 最 大 无 关 组 ， 所 以 向 量 B= (b, bas °“, bn) 
可 由 ац, Gis REK, ШАА В АЕ а,, 4:，…， gm 的 线性 组 合 


$4. 非 齐 次 线性 方程 组 
1. 求解 下 列 线性 方程 组 ; 


201+ X,— Xs=1 
(1) | r, 一 31, + 414-2 
117, — 122; +171; = 3 


解 ， 方 程 组 的 系数 矩阵 ， 增 广 矩 阵 分 别 是 


2 p -=l 
a- 1 s= 3 4 , 
11 -12 17 


2 1 — 1 0 = 1 
|А|=| 1 -3 4 |= 4 |=0, 
ll -12 17 4 5 17 
而 В 中 的 三 阶 子 式 
| 2 1 1 0 0 1 
| 1 —3 2|=| -3 - 5 2|=70#0 
] -12 3 5 =15 3 


因此 4 m B 的 秩 不 相同 ， 记 以 方程 组 无 解 。 


31, + 6rz,—z,—3z,= 8 


5T, + 10r, +T; — 5T, = 16 
Wi. 显然 第 一 个 方程 的 2 倍 与 第 二 个 方程 的 和 正 是 第 三 个 方程 ， 而 
1 


Ti+ 2T, 3,— T,= 4 
o Í 


1 
= —4=0 
3 1! 
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解 第 一 、 二 两 个 方程 
| TF Tg = 4 — 2T, + T, 
3T, — z, = 8 — 6T, + 3T, 


得 хтү=8—22%,+Х,, 4ك ,]$242 وو = رك‎ = х, 这 就 是 方程 组 的 解 ， 其 中 Xj. T, 是 任意 数 。 
2. 求 线性 方程 组 


(A+ 3), r.c aa 
| Az, + (À — 1)7, 十 و‎ = 
3(4+ x, Ахт,+ (A+ 3)24 =3 


有 解 、 无 解 、 有 唯一 解 时 ， 4 所 取 的 值 。 
KR. 线性 方程 组 的 系数 年 阵 与 增 广 和 矩阵 分 别 是 


4+3 1 2 4+3 1 2 À 
A= 4 4-1 1 | 4 4 4-1 1 A 


З(А+ 1) À А+3 3(А+1) 4 4+3 3 


А+3 1 2 | А+3 1 2 Pide 
Ala à  à-1 i = mam À a = mam Лоя = 
34+) A 1+3 | 3443 LAS! А 0 A| 
+1 1 2| ۸+1 
| 24 À З |= 42 =}%(3-1) 
^n» a H 8 1 
(10420 时 
3 12 3 1 2 0 
^: -1 1 REZ, В=| 0 -1 1 0 |823 
з 0 3 3 0 3 3 
这 时 方程 组 无 解 。 
(2)4=1 时 
4 1 2 4121 І 
А=| 1 0 1 |82, B=| 1 0 1 1 |2 
6 1 4 6 1 4 3 


这 时 方程 组 有 无 穷 多 组 解 。 
(32450, A1 时 ， 因 |4| 去 0， 所 以 А, B 秩 都 是 3， 方程 组 有 唯一 解 。 
3。 假设 线性 方程 组 
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GT, bars, mb, 


аз, 十 … 十 GmnmTy = b, 


ЯКЕ ЕВУ РЕ 
Qj аһ bi 
On, Gan bn 
b, bn 0 
的 秩 ， 试 证 这 个 方程 组 有 解 。 
. ün c йа Ü 
G, * aimn а + Gin b, o RENE ААА 
B: заЛА=[| e], Baf e, = 
а "* ам аһ ed b nı “° nn bn 
n) 1 ть еп b, .. bn 0 


显然 矩阵 4 的 秩 BRE B 的 秩 < 矩阵 C ORK, idc ER 4 BJ Fk = FG ВЕ CRB, 


Rit, FERE 4 的 秩 = FERE B BRK, PIF EAT We. 
4. 试 证 方程 组 


1= T, = ور‎ 72 一 Is 二 09 73 一 04 = Ugy ړلا‎ = Ty = وړ‎ Tg = 


有 有 解 的 充 要 条 件 是 X o = 0， 并 且 在 有 解 情 形 下 ， 求 出 它 的 一 般 解 。 
证 明 ， 方 程 组 的 系数 乱 阵 与 增 广 短 阵 是 


1 =] 1 =] 0 
0 1 = 0 1 -1 
A= 0 0 1 ssl 0 | B= 0 0 L =l 
0 0 1 -1 0 0 0 
-1 0 0 1 -] 0 0 


“充分 性 ”， 若 È а, = 0, WER А, B 的 第 五 个 行 向 量 正 是 前 四 个 行 向 量 之 和 的 ( 1) 


倍 。 而 A. B 的 秩 都 是 4， 所 以 方程 组 有 解 ， 它 的 解 可 以 从 前 四 个 方程 解 出 : 


To = у, T= Tg +a, — I4-T,40,4 d, 
L, =L +A, +G + 0 тү=х+а‚+а,+а,+а,, 


其 中 z, 是 任意 数 。 


“必要 性 ”， 若 方程 组 有 解 、 则 A B KEF RAME, AIEE 4 的 前 四 个 行 向 量 线性 
无 关 。 第 五 个 行 向 量 正 是 前 四 个 行 向 量 之 和 的 (一 1) 倍 ， 所 以 4 的 秩 是 4、 于 是 和 矩阵 DB 的 
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秩 也 是 4 ， 因 此 它 的 第 五 个 行 向 好 可 由 前 外 个 线性 表示 ， 由 此 推 得 
gs= 一 (Ut+0,+0st+4) 或 E: 0,20 


5* 假如 Yis ttt, Y: AC 1 ) 的 解 阿 量 ， 问 Yi VER Y: 的 任意 线性 组 合 是 否 都 是 ( 1 ) 的 
解 向 量 ， 假 如 不 是 ， 其 中 哪些 是 ( 1 ) 的 解 向 量 ? 
E. 假定 Y = (Cii tts Cin) Ji] Yis Ut. Vt 的 任意 线性 组 合 可 写 为 ， 


t 
h Y + iei +Ë, Y: -( 2 Сц» terg x kiCu ) 


其 中 ho, ke 是 任意 数 。 又 因为 Yi, …， Yo 是 方程 组 ( 1 ) 的 解 向 量 ， 所 以 有 
$I aa Cam bis 
了 一 人 
EG Yee SYL 是 ( 1 ) 的 解 向 量 ， 必 须 满足 
n t t п 
E (2 аси )= È h [ È аси) 


= P kib; = bí 3 ki=bp i=l, 2, eom 
- =1 
所 以 当 ht RF ° +h, = 1 时 ， Л RY ,+ EY: 是 ( 1 ) 的 解 向 量 当 ki+ R, + Ub EK 时 ， 
ДГА А 不 是 (1 ) 的 解 向 量 。 
$5。 初 等 变换 


1. 试用 初等 变换 计算 下 列 矩 阵 的 秩 ， 


25 31 17 43 
75 94 53 132 


(1) 
75 94 54 134 
25 32 20 48 
25 31 17 43 25 31 17 43 25 31 17 43 
Ы 75 94 53 132] | 0 1 2 3 0 1 2 3 
:175 94 54 1313] | 0 1 3 5[ 0 0 1 2 
25 32 20 48 0 1 3 5 0 0 0 O 
折 以 矩阵 的 秩 是 3. 
47 - 67 35 201 155 
(2) | 26 98 23 - 294 86 
16 -428 1 1284 52 
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解 47 - 67 35 201 135 12 — 67 35 0 155 
26 98 23 - 291 J 3 98 23 0 86 |= 
16 -428 1 1284 52 15 -428 1 0 52 
4 - 67 35 0 155 0 -459 - 57 0 -189 
= 98 23 0 8 | [1 98 23 0 86 |= 
5 -428 1 0 52 0 -918 -114 0 -378 
0 459 57 0 189 
= 98 23 0 86 
0 0 0 0 0 


ЭТР ЕДО 2 ° | 

2. HO SEP EI АВЕ ИРЕШ ЕТЕР ВЕДА ВЕН? 

Йй. HTM E Een ESSE HE ДЕ НН ВА АА ЗЕ KR ERE АЕ, EER 
ВА GEH £3 MEKEM, ЛП HA Е CT EANRMEREL, ЛТ ЛЕВЕ 
来 解 线性 方程 组 。 

3. 试用 初等 变换 解 下 列 各 方程 组 ， 


(1) I 
BE: 


Z +22, + 37g + 42, = 5 


z, 一 Ta + Y. r,-1 

1 2 8 4 5 0 3 2 3 4 

1 -1 1 1 1 1 =f 1 1 1 
iz, = 101-203-324), n-elren-z-z, BCE, 


T, = 2)7 - و52‎ - 62,) т, = --(4- 22,- 82,), 


Ly = Tzs Ts= Ty, 


r + 2Z, + 374 + T.-5 


‘271 + 47, sh = 一 3 
(2) 
— z, — 2z, +30, +27, = 
2, ¬ 2T, - 9T; ¬ 51, = - 21 
B. 
1 2 3 1 5 l 2 3 1 5 
МЕ 2 4 0=1= 810 0-8-8 = 8 
-1-2 3 2 8 0 0 6 3 13 
1 -2 -9 -5 -21 0 -4 -12 -6 -26 
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1221 5 1 3 
i 18 J 
YG I g 1 13 
- = q ü 1 y X 
6 0 00 0 
00 0 0 
全 © 
"Е Bg 0 10 0 0 
WE ER 
1 3 
i EN 
c, = Ü 
13 1 
Taz 77.74 
ر‎ = m 


4. Bm, RE A ZT E BHI IEEE B, А ВШ УН Gs °, s 
表示 ， B ЕЛ А] 量 分 别 79 Be *** > Bn = 表示 。 试 证 如 果 


RC, + + Rp An = 0 ( 3 ) 


IBK kb, + ba Ba = 0 (ne) 
МЖ, ЗДС) pnr, BRC ) 也 成 立 。 | 
ПЕ 89. 设 GC; = (Gio :--, Ami) (= 1,2, 7, 0) 
如 果 Pat + Ea An = 0 
m bag bua; =0, (J =1, 2, m) Ges) 
COM A OMT, АС Gee KE, REKET E IIB Ky 
C2] ЖУЗ RR A 的 一 行 。 
A, (ma) + + a (mai) = тС d1, F + Baan) = 0 
(3)JB- -PRR 4 的 一 行 加 到 另 一 行 上 ， 
A, (aq, 4: та) + Во (ар + mas) 
= (B, 4 t Enan) T ma e hnaan)=0 


Xi DH EME 4 经 过 行 初等 变换 ， 不 改变 و‎ 和 各 УШУ МИЛЕ, 从 而 也 
波 不 改变 列 向 量 之 间 的 线性 关系 ， 所 以 ， 芳 中 是 4 经 过 行 初 宰 变换 化 成 的 ， 则 B 的 列 向 


AB, + +В = 0 


EE, 7i В 的 列 向 昌之 问 有 关 圣 式 (*#)， 而 了 是 4 AW 车 变换 化 由 的 ， 因为 4 也 可 
pu B 经 过 行 初 竺 谈 挽 得 到 ， 和 根据 前 面 的 论证 ， 则 4 BJA EZA BARRA =), 


Suum 和 矩阵 运算 
8 1. 矩阵 的 加 法 、 乘 法 


ОН MR 12 ME. 10 
] 3 1 0 9 3 3 9 3 0 9 


а da b, T 
(2) (хр 2) а, а,, b, g 
b, b, c z 
а, а b, r dy Td gy + bz 
(ryz)a, a, a, y |=(z y 2)| a,,r+ O, + b,z 
b, b, c 2 biz +b,y +cz 
ك‎ T,29- DTZ + ay,Zu 二 gas 大 十 b,uz + b (ZZ + 02 + cz? 
= dT +a, Y? + C2 + 2a,,ry--2br2--2b,2, 
cosa -sinag X? 
(3) ( 
sina cos a 
pa -sind idi — 
sina cos à sina cosa 
( cos? a-sin? a — sin a cos a—sina cosa ) 
sina cos a+sin q cos a ~ sin? a + cos? a 
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) 


= Sin 2a 
cos 2a 


cos 2d 
sin 2d 


(C 


利用 等 式 


2. 
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O a esed) ied 
bellos d 

CES. Ple Face cs p 
O > bad 


p 20 X = .) о us] 
5 7 243 5 = 2 7385 ~ 2922 


3, Ера o Hc in Z 4? 

2: АРКА ВРЕД ВЕИТ T AERE E. 3E. ER CAY BET 2E ) 
于 运算 ， 行 列 式 的 行 数 与 列 效 必须 相同 。 一 个 (my n)-—3jumAd тп “НЫ т fin E 
的 一 个 表 。 它 的 行 数 т Ур n FURAN JESUS 3 RL ODE 且 对 应 元 都 相 宁 ， 
AJB AA ЕК, JEETS [XS sr. 


Š 2, WAWER, PEPE, IEEE 


1. Bin P 都 是 4 e, P WJ n Е Yo sy Ya, HI 


Y, 
Pz i 
Fn 
求证 ; 
YA EN aY, 
PA = : 3 ' x P= : 
„А ET а„ Уа 


Virt Yin Q4, *** Guy 3 
Р = DINI j А = Viv sei. жөк ) 
SSS DS Gny ( 


Un ct Um | dy On y 
PA= m ) TT ) 
tM адр ttn 
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h a 
2] Uu di Ў) Упа 
lmi l=1 


i n E 
2] аа У) Уы 
1-1 l=1 
ае Cin a "E 
ith Ү.А = (кучей, Wa: )-( 2 Uu, ct pa Urt 
=1 = 
Oni Onn 
所 以 解 
y A 
PA= : 
Y, A 
х 
M CN Ui ^t Un зау 
ES | B ES e e 
`. ` = = 
On Oy Uni Una nlni InY nn 
д» 试 证 
ا‎ 1 1 
va мз vi 
0 н E 
° М? 
" 2 1 1 
v6 v6 V 6 
AE iE Z Н 
ШИЙ: id 
і ا‎ 1, 
v 3 v3 у 8 
i i 
A= me S 99 
ў э» ма p 
x 2 1 Е 1 
V 6 м6 v6 
因为 
A. L ا لے‎ 1 0 E 
w^ 8 v8 48 v З ^6 
К 1 1 1 1 1 
14 = ^ NER NR Nn — e m 
d i và va ^з wv23 ü 
2.3 pol. A l. l 
V 6 V86 v6 v 8 và м б 


A' A = 


所 以 А REXER, 
3. 
证 明 : 


内 为 


所 以 bi а= 0, B 


于 是 A= 0. 
4. 假定 矩阵 A 
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假如 A ЗЕ, 


d. т а 1 1 1 

v8 V. | v8 vs v8 
1 __1 1 "MMC V UR 

мз V2 мв Мэ Va 

_1_ ANE ЗА "mo E 

v8 мо ve V6 мв мв 

1 0 O 

0 1 0 

0 0 1 


ау аа, 


ау „еа, 


А? = 


аһ; Qn; Og, Оһ, "аһу 


> 


1 


n 
2 a 
ау аа 22 аца 


=1 
: Ear. ud 

аңа уа ee рада 
1-1 l=1 1-1 
s n n 
D) ама, У! ашо, ~ 21 aš, 
l=1 Vai l-1 


4 是 实 对 称 和 矩阵 ， 由 此 推出 ; 


Og, = Og, = = gn (0 Rz1,2,-- 


19 е, Ал ОРЕ m A, dg 存在 ， 7 HE 
(A,4; Am) = An AS A, 


ШЕ ВЯ; 当 R= 2 时， CA,4,)' = A,A! 

R k=] 时 等 式 也 成 立 ， 也 就 是 
CA As AD! ААА, 
则 当 P= 1+1 BF, A 
CH mal d Y = СС А, ADA = Ал iL eod = ad PL end 
AE .41… Am 存在 ， 伍 有 等 式 
(AiAs Am) = Ам ARA 

5. (Bit 4 DIAREE, ИЕГИ ZR EZ TE, HES A REN TARK 
阵 只 是 对 角形 矩阵。 
EY: i 


ann 
АВ=ВА, HI 
d а oc аш а, + аш d, 
dn Qu, oc баң Oa, `“ Gan da 
或 : 
аа, —— dan d ial eiie dnan 
dnan, … dnann diani … dann | 
由 此 推 得 
duaj=dj;jaj 或 (di~ d;j)a;;=0, is 7-21,2,3,-,n 


因为 аға з, 13, 所 以 q;;j=0, ix, 于 是 


6. 试 证 与 任意 n 阶 和 矩阵 相 乘 为 可 换 的 n 阶 和 矩阵 是 数量 和 矩阵。 
ШЕ WH: KERE 
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SER n PERE RFR TTR n ДОШ, Fi RET 47 列 的 元 为 1， 


2E B BE. 因为 


(7) (у) 
dy oc Gin : аң 
Ar; = 1 / ) = : 0) 
ani Ut Onn : Oni 
(2) (7) 
: асе Amn : 
didus gau |M әзе... =| але ajn KE) 
> Qa, се аһ : 


所 以 由 AE. = Ei A, @as=a;jj;, ЖН, 4 уа, 2,550, НІ; 


d. 
(S) 
d 


p АУ ИЕГЕ, B ХКГ, Wu 
(1) 4° НЕЕ; 
(2) AB- BA JL XJ OBI; 
(3) AB 是 反对 称 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 AB = ВА, 
证 明 ; (1 ) 因 为 A= - 4, В 
=(—A’)(- A’)=A’A’=(A’)’ 
即 4° ZNR 
(2)H4- = B= B', 得 
(AB- BA) = (AB y - (BAY = B' A! - A' B! 
-B(-4)-(- AB» - ВА + AB = AB- ВА 


( 3 ) 充 分 性 , Ж AB= BA, B=B', A'= - A, W 
(AB) = B'A! = B(- 4) = - BA= - AB 
所 以 AB TESORO E 
必要 性 ， 由 (AB) = - AB. В= B', A= - A, Ш] 
(АВ)! = B'A'  BC- A) = - ВА 


idit -BA= - AB 
"my. BA= AB 


HA 


7 


会 的 元 IE db. ДЕ 


$3. BM Ж Е 
1. XR FAIA ЕАО MERE, 


1 2 
САВ 
3 4 


E. 
( 1 2 l °) ( 1 2 1 
34 г 0 1/ \о-2-з 
E 2 1 0 1 0 es 
= 3 1 = 
0 1 2 77 0 1 
Hr V AB pe E. 
= 2 1 
3 1 
2 2 
cosa -sing 
(2) ( ) 
sina cos a 
解 ， 因 为 
cosa -sinaga 
=1 
sin a cos а 
A, = cos a, А = -sin a 
A, = Sin a, A,, = cos а 
所 以 逆 和 矩阵 是 
1 b. Ç) ( cos a 
1.41 Аз А -sin а 
1 1 1 1 
1 1 -1 -1 
(3) [1 —1 1 =i 
L =] ^l 1 
8. 


2 1 
3 _ 1 
2 2 
sin a 


COS @ 


) 
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— 

O O о rn 
оо ~ o 
Ф чч O c, 


1 
1 
-1 
= 


0 0 0 
1 
0 
0 


c c e = 

一 e ч © 
l e» © 一 = 
= © ® © © 一 © Ф 
- E © © 一 ! D > © 
e p E —— = 


5 
FÆ 


Pr Bê RE 


48: 


Ф Ф б -— 


al 


ti 


БТ СЗ PE XE 
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2. i 


e 
e 


а, = 0 0 


0 0 0:50 Gni 
an 0 0 … 0 0 


其 中 043€ 0, iz], Пп, sk: A7, 


| 
| а, 0 | a, 0 0 0 0 
0 а, | 0 a, 0 
0 0 0 ° 0 Qn-1 | 0 0 0 … 04., 0 
an 0 0 0 0 0 0 а 
1 0 0 0 0 0 0 0 1 
0 1 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 i ajja 0 0 0 
0 0 O b r j 0 0 1 0 
1 
` 
М. 
by 
1 
= EN 
dn 
EU 
a, 
` 
`. 
x 
_1_ 
аһ. 
所 以 
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-1 0 0 
A= 1 -1 0 
1 1 -1 
试 计 算 (A-2E)'(A43- AE) K (A*2b)(A- 2E) 


М. 
(A*2b) (GP - AE) = (А+2Е) !  A- 2b 


- 3 0 0 
= l -3 0 


1 1 -3 
又 因为 
1 0 0 
A+2E=| 1 1 0 
1 1 1 
1 0 0 1 1 1 
1 1 0 1 = 1 = 1 
1 1 1 1 1 0 
所 以 
1 0 0 
(A+2E) =| - 1 1 0 
0 = J 1 
因此 


1 0 0 
(A-2E) (A-2E)2| - 1 1 0 | 
0 
0 
3 


- 3 0 
0 4 一 
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ЖЕ А, В ЖЖ, К 4. 


Ж. 设 
( Xt Xa 
Xis ) 
Xs X, 


0 A \/ X, X, AX, AX, E 0 
„ы sd lay maj ый 
B o/NX, X, BX, BX, 0 E 
即 АХ,= Ey АХ,=0, ВХ,= 0, BX,= E, 


但 А, ВЕ, АТИ 
Xk X4. Жу= А, Жун В) 


0 B 
А 0 


5. ШВ Е, (а) = Ela), E i(a)= E за), (Е.(а)) = Eta), (Eij(a)) "1 = 
E-a), KREM ЈА Hi EE HY FE EL AE ЕДЕ DJ SF FE FE, ЕН АН KE (AJ SE RE E o 
ur 88; [ 


Br VA 


因此 


(4) (2) 
1 - 
EN | ; X. 
E (a) = а. Ci), Е, (ба) = а. CRETA ES 
M Е 
x 
(4) (4) 
1 1 
Ei(a) E(u!) = ^а e (2) = Ë 
К Su | ч, 
LI 1 1 
1 1 


E(a^) Ei(a) = = Е 


_—— 
Z 
& = 
š 
ГА 
= 
ьа 
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所 以 (E,(a))"!= Elat) 


再 因为 
i (J) 
i: | 
(z) (7) | 
(7) : 
E^ з(а) = = (а) 
(7) 
b. | | | 
(2) 
1 ] ` 
EN | 
p. 
Butkul Сш) = | EN BE 
(aa (7) 
X 
b" ko d 
š (2) 
| 1 V í: 
+Š l ` 
T ; x 4 ‚1 А 
EoD Еб) =| :| :NN 2 839 = Б 
i (-а)- 1 5 азе] (7) 
5s ч 
1 x 1 


MY (Esaa) = F.j( — a), 
6. ЯАНА АЕ apaku as ? ВЕСЕЛИТЕ BRN MIME ЖЕЕ ЖИН 
解 ， 只 用 列 初 等 变换 林 以 求 首 矩阵， 只 要 把 E WE A 的 下 边 ， 用 列 初等 变换 把 A 化 
ER Е, МЕША РА) E 化 成 了 A. 

但 既 用 行 初等 3 变换 ， ХОЛ] УЛ ЧЕ BRR НЕ FF ROS ДМ: 
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第 五 章 二 次 齐 式 


$ 1. 一 般 二 次 齐 式 的 标准 形 


1. 下 列 两 式 是 否 是 二 次 齐 式 ， 
(1) z+ 2y? + 2zy + 6J2 +3 
(2) و672 - و277 + و277‎ = 0 
Ж. (1 ) 不 是 。 因 为 式 中 有 常数 项 。 
(2 ) 不 是 。 这 是 一 个 方程 。 
2. Ru X-PY 是 降 秩 线性 变换 ， 定 理 1 的 结论 是 否 仍然 成 立 ? 
解 ， 不 能 。 此 时 B 的 秩 不 一 定 与 4 的 秩 相等 ， 以 例 2 中 的 二 次 型 为 例 ， 这 时 


0 1 1 1 1 3 
4= 1 0 -3 | WP=| 1 -1 -1 |, 

1 -3 0 2 0 2 
1 1 2 0 1 1 1 1 3 
BzP'AP-| 1 -1 0 1 0 -3 (: el c1 
3 -1 2 1 -3 0 2 0 2 
-6 8 10 -3 4 5 13 0 13 
- 8 -2 4 =2 4 -1 2 S| 4 -1 2 
10 4 18 5 2 9 13 0 13 


显然 B 的 秩 是 2 ， 但 4 的 秩 是 3 ， 两 者 不 相等 。 

3. 能 否 用 行 初等 变换 求 P? 

解 ， 可 以 。 因 为 P'=EwEm ELE, ЖЕ E 放 在 4 的 右边 ， 当 用 行 初等 变化 把 
A 化 为 对 角 和 矩阵 时 ， 右 边 的 E SEE P! T, AT P 我 们 也 就 得 到 P。 以 教材 156 W rh E 
FE Pls 


1 1 0 0: 1 1 0 

== d us 4. 4 " mum 

== 0 2 » 0 |=! 0 2 ш 2 2 0 
-2 -2 0 0 1 0 -2 -2: 1 1 1 
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) 2 0 0: 1 1 Ó 2 0 0 1 1 
= zd зы, Qi ai Е 5 
=| 0 5 0: $ z 0 |=| 0 2 0 1 1 
0 0 6: 3 -1 1 0 0 6 ÜB oi 
1 1 -1 3 
所 以 P’=| -1 1 0 |, Bl P=| 1 1 -1 
à -1 0 0 0 1 


4. 用 配 平方 法 把 下 列 二 次 齐 式 化 为 标准 形 ， 并 求 所 用 的 线性 变换 。 
(1) f(x,2,,2,)- x2 -5x,2,— 32,7, 
(2) f(s Z, 13) = 22% +522 + 5%} + 41,2, — 12,2, — gr, d, 


(3) fcn, Ts, Tsay 2,) = XX, + Z,T, + TT 


Ж. (1) f(X,,2,,2,) = X1 + 5F 2, — 32,7, 


= гі L 5Z Z, + 25 at _ 252 — 31,2, 
- (2 +m ) = Pa — 3T, T, ~ xu F zi 
(nente) да 
ayt- + وس‎ 
其 中 "TOREM 
Уз = $5 ix, 
Us = 9, 


(2) f(x,,2,,2,) = 221 + 525 + 523 + AT, — AZ,2, — 87,7, 
= 27? +92122 + 2723 + 42 T, — 4T Z, — 42,20, 


£321 3T — 47a7s 


=2(T + Z, — 24)? + (t T3 уй; + 24) = ай +323 


=ë 2 2 * 5 adi 
=2(Z, +Z, — XZ,)2 + 3 Sy Ча + 23 


= 2y + 3y tvi 
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其 中 Lt, = x, + Z, — Z, 


(3) f(x,,2,,2,, Z.) = Z, + X42, + Lat, 
4 з= +, = Y~ Tomi + Ya, Ta Va Js 
得 Flis Lis Tas 4) = (U i +Y) Y 05) + (J, US Y3 + Y4) + (Yz +Y) Us ¬ 142 


=[y? +U (U + I.0] Ly ty Ys + Y1 + YF - vi 


1 2 
4) | -[#% + TO +O ] *yi-Ui 


li 
= 

x 

E 
tó — 

一 

e 

e 

+ 

< 


Yat 
zS 0+ x dia p Se iG + zs) 
2 =, e ЖЕТИ | aul t tz) 
ИП i 
E (nuls) 
| 1 
ME/LI E y (T T 


o. 用 初等 变换 求 上 题 中 各 二 次 章 式 的 标准 形 ， 并 求 所 用 的 变换 的 矩阵 。 


解 : (1 ) | 1 2 0 1 0 0 1 0 0 
! 

5 NE. _ 25 2 _ 25 

2 0 2 | 0 4 3 0 d 3 

3 сч „© >= . 

0 -% 0 =; 0 5 0 =| 0 0 35 

_ 5 _ 5 3 

| 1 0 0 | 1 2 0 ] 2 5 

| 0 1 0 | 0 1 0 0 йд? 

| : 25 

|o o slis 5 1 0 0 i 
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Ф N со =“ о سم‎ 
| 
о m N — - о 
l | 
сз о о -= © © 


N c LO о о = 
! | 
с о + © 一 © 
| 
сч C N unl e e 


° 一 > 一 
о © 一 一 
© — © © 
— о cO © 


rap س‎ T— € dE a 
o o o сз r3 T ~x 一 
e o ee o mle = ب‎ © 
I I I 
о — ° © 一 | 局 -IN © ә 
I I 
wt e e о - = о > 
= PAN MINE 
til š 
—nc ce ee 
o o «mw o o o o= 


o =N o 一 = mj © © 
I I 

3 о о > 一 一 о © 

一 一 一 一 -一 ` — — — ]À — 


° © =le © D о Ф = 
о -~ =| -— C - м ч м — c 
1 I ! 
o Ow mja c = =N © о 
! ! 
ч o o с : = = o o 
2 


1 


У) агл) 
$»J-71 


KORIE 


jti ЕДЕ n- 1, JPE a, = aje Ann A0, 


`A 
< 
t j=] 
G (Uj 的 满 佚 线性 变换 。 


假如 


6 

n-i 

„у 
isj-1 
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М. Н (о) ЖЖ n- 1, Anm), KARTA 


din = 04 b Ry duni, Cim1,2,: n) (1) 
于 是 根据 计算 我 们 有 
n 
> 043102} = (GT, + + Conn + Cn Tn (FT 十 … 
бр ті 


+ (0n-,,,7, F °°° + ар-р 12-1 T On-inTn) Tn- 
+ (83,1017 +an,n-iZn-i T GnTn )Tn 
= [a FZ, + Tayn-iZa-i + (а b n 0-1) JT, ++ 
+ [05 -,,13, + + аврув + (апр, F + Апп руп) а }®ъ-| 
+ [ањ 2, + ` + Gn,n-iZn- + (ап, + + Ra 10п- п) а] 
= [a (T+ Rn) + °° + an- Tn- + Ra-iZn)]>, кы 
+ [05-11 (Zi + Rn) + + anin- Ха-а + Ёл Tn) 1-1 


+[a, (Zi + RTn)+ + an,n- (Xn + Ёл-\©п) Jn 


ГА , , , 
ج‎ жү = Tt Rin, Tg = Ta + kings Шү = Zn-i + kn-iTns Tn = Zn 
e E ГА аР m , — а Ah. Ë: ES , 
则 T= TY -krn, Ta = Ta — 0,55 In- = X42. — knih 
ш Р , 0 , 
ç > а; 40) = (0,0, ++ ау, по) (р RR) + °°° 
79 =] 


+(Gn-uiZ + + да py n- Th 1 (08-7 E TR) 
, , , 

+ (any + + Ann-iTn-1)Tn 

= (ах, +++ + апа) — (01,2, + + O gn Tg, RT + °°° 

+ (83-11205 ++ Onsayn-iTR 21078 — (дви + + 05-1,n-1Zn -)DRn- A 
, , , 

+ (ал+ + Onyn-iTn-1)Tn 

根据 a4 = aiit， 及 前 面 的 (1)， 上 面 z, 的 系数 是 零 ， 所 以 


я 
> 0,4X,2; = (аул, + ++ ауп) + °°° 
„]=1 


, "4 
+ (04,47, + + On on 21) 78-1 


пед f ل‎ 
= M و‎ 
1»j-1 


这 里 x, = z + kns Тар = Tn- Rn ns Th = Tn 
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$2. 实 二 次 齐 式 的 分 类 


1. 假如 把 任意 Z =O: TAPO 代入 二 次 齐 式 f(z tg Tn) 都 使 f>0, 
定 的 ? 
8: 不 一 定 。 例如 


f(T Tas Z z.) = Xj + OT Tg Ti 


对 任意 m00,-m,90 f(T Tas Ts 0>0 但 对 20, z,-21, 7,-0, 
f(z;,2,,2,,2,) = 0， 不 符合 正定 定义 。 
2. 判别 下 列 二 次 齐 式 是 否 正定 的 ， 是 否 负 定 的 ? 
(1) f= -5zi- 6zi- 4T] + 42 z, + 47 2, 
(2) f=x} +x} + 142} +723 + OTT; + AT 2, — 47,2, + 22,2,  ATSZ, 


一 5 2 2 
解 ; (1) A= 2 -6 0] 
2 0 ~4 
a, а), = 5 2 
а; = -5<0, D 2260, 
G, а 2 ==6 
а, dj а, -5 2 2 
dı а,, аз |= 2 -6 0 {= – 80<0 
аз, 03; аз; 2 0 —4 
所 以 f 是 负 定 的 
1 0 3 2 
0 1 -2 1 
(2) A=| s و‎ wu sl 
2 1 2 7 
a, Gy 1 0 
а= 120, = = 120, 
dj а 0 1 
а а Qd 1 0 3 
aG, G, а„|=1]0 1 -2|=1>0, 
азр аз Gss 3 -2 14 
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I] 了 是否 iE 


=—2<Ü0 


Q 

© 

© 

E 

© 

Q 

P 

w 

Q 

© 

D 
vuv © 一 

| 

N 

= 

> 
У ою ке м 


所 以 ，f 是 不 定 的 。 
3. 求 4 的 值 ， 使 二 次 齐 式 


f(x, у, Z, т) = A(x* + 2 + 22) + 219 — 212 + 227 + t 
是 正定 的 ， 并 讨论 4<2 时 的 情况 。 
À 1 1 0 


À -1 0 
A= 
E. # _1 À 0 
0 0 0 1 
m 
1 1 Ду, 1 1 
1>0, =%#-1>0, 1 4 -1 |=(4-2)(4+1)*`>0. 
| á 1 -1 À | 


得 4 二 2。 此 时 了 是 正定 的 。 兴 4<2 FR, EMETA 
(4-2)(4+1)<0, |A|=(4-2X4+1}<0, 


所 以 二 次 齐 式 f 不 定 。 
4。 ЭПЖ рК Уа, ухх) BOE, f Ta ЕЯ 指数 FER, 1; ар» Ak 是 任意 k 个 正 数 ， 
bos bt 是 任意 I 个 负数 。 那 末 ， в-а 可 以 化 成 


ашу + + акук bk o + ok 
Ж. Marc: 可 经 满 秩 线性 变换 化 为 标准 形 
f =y} + + Yk- Uf = UR 
再 作 满 秩 线性 变换 ， 
Jy = ма, Zis ts Uk = V ак2к, 
Uka = V - Бек» Yk М Бу 2к+, 
Uketei7 Zkaleio i» Ma = Zne 
则 f=azt+a,zi + + apk + буг + + г 
5. 证 明 实 二 次 齐 式 的 秩 7 与 符号 差 s= p- l 辐 是 奇数 或 同 是 偶数 ， 并 且 sper. 
ШЕШН: 因为 >=p+1 <= p-l, 所 以 r+x=2p， 即 "+s 是 偶数 ,因此 与 的 奇偶 
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性 相同 。 
又 因为 р2>0, [50, ЖШ 


|«[= [р- Д<р+/= е 


6. 设 实 对 称 IRE A= (ai;) 是 正定 Їй, Бр. E 任意 7 个 非 EDU XH, Ж Ж 
Bz(aijbibi) 由 是 正定 的 。 


ай. вы, 
im. 8={ ee 
` de жыйы, 
根据 行列 式 性 质 1 ， 我 们 容易 得 知 В 中 左上 角 各 主子 式 |Bi:| =5}--5}| A HA EZ, A 
中 左上 角 各 主子 式 14i| 六 0。 因 此 18,120, MAB 正定 。 
7. 试 证 矩阵 (ai ) 如 果 是 正定 的 ， 那 末 auh MRE 负 定 的 ， BR 4<0, 这 
HB i=], no " 
WEBB. 如 果 ( aii ) 正定 ， 则 对 于 任意 (тусет) 40 有 3.422370. fE Ç z, mo) 
RIR n=l; r;20( 8627), MJ D ait; = 0,50, Э a0, i=l, rs, 
FRE, MR Cas ) AE, Mu; = 1,z;=0, 7 $i 得 DI jL L j= au L0, 所 以 auc. 
iz lye f, ч 
8. 假如 M 是 满 秩 矩阵 ，4 EKIA, ЖЖ мам, 与 4 的 正定 、 负 定 或 不 定性 
是 一 致 的 。 | | 
证 明 ， 因 为 4 实 对 称 ， 所 以 存在 P, $E PAP 成 为 标准 形 。 又 М HR, 所 以 M FF 
Eo TERAS 


M PYM’ AMX MP) = PMM YAMM- P= P' AP 


MM, WAM 与 4 的 正定 ， иан -— dom 

9. 假如 4 REEE, АЛЕ 4', A7!, A* AREE E EE 

WE, A4 = АРТУДА A 正定。 

再 因为 4 是 正定 ， 所 以 有 满 秩 和 矩阵 P (E P'AP-E, FR (PAP) =PTH ANPY 
= кч E, АШ A 是 正定 的 。 

又 因为 4 是 正定 的 ， 所 以 | А|7>0, RYE A^ EE, 于 是 4s = 1414-:， 因 为 A E 

定 ， 所 以 А* 正定 。 

10. 假如 A 是 满 秩 矩阵 ， 那 未 ACA 是 正定 和 矩阵 。 

证 明 ， 因 为 4 满 秩 ， 所 以 A" 存在 。 于 是 


(AYA A47 (AY A = (АА = Е 


所 以 AA 是 正定 的 。 
我 们 也 可 以 这 样 证 明 , 据 第 8 题 ，4 84k, J ABA 与 的 正定 、 负 定 , 不 定性 相同 ， 
J B= Е, MY AEA 正定 ， 即 A'4 正定 。 
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ll. 设 二 次 齐 式 F(Z °; Tp) =g} + +g — gp, —- - 09a 
其 中 Ji = Aii + +++ QinTn i=1,2,.…,pP+9 


那 末 二 次 齐 式 的 正 惯性 指数 三 p， 负 惯性 指数 <q 
证 明 ， 已 知 f 通过 满 秩 线性 变换 


Qn Qip+g °° а 
© 
i F ] 4 Opaqsi t Op+g р+д Орь 
: g; : P B 0… MM prn A 
РТТ T 
化 为 flis Ta) =g} +g} + e 4-905-955-7799 (1) 


Ef 又 经 过 满 秩 变换 


a 
ATE 
Un 8, 
化 为 бууы) = Yit ee И Yit И (2) 


d Uu 
则 : J=AB-:| : |, 
gn 1n 


设 АВ-'=С, Вр 


9i= Cl, F °°° + Cnn 
(3) 
Оп = Cn, t + CnnYn 
假如 >p, MYRA 
0;= 0," Яр= 0, Ув = 0,775 tn = 0, 
Cul, tot Cnn = 0 
Сруу t + Cpnlin = 0 
Yeri =0 


` 
` 


` 
` 
` 


Yn = 0 


中 方程 个 数 小 于 未 知 量 个 数 ， 因此 方程 组 有 非 零 解 ( Уус Us» 0,7, 0 ) • 代入 (2)， (1) 分 
别 得 到 


f(ix,,x84)- yi dais dp yt>0 


Кі} ty T.) = -gbr Babi: -9p S0 


62 


显然 这 是 矛盾 。 所 以 exp 
同 理 可 证 tS. Ж 0g. MYRA 


Y= 0, Уур= 0, брі = 0,775 gp+.q= 0, Уни, = 0, "> Un = Vs 


Yi 
`x 
Up = 0 


Ср, F °°° + Cp, nln = 0 


Bp 
Cp.qyiUy T 07 + Cp445nU/n = 0 
Ys+t+1 =0 
` 
Уһ = 0 


AEP (0, ---, 0, урь» ipaa 0…0 ) ， 代 入 (2)，(1)， 分 别 得 
fG,7.184)7 =Y? -  — yl, 
P f Tn) = gt + e +g32>0, 


这 是 矛盾 的 ， 所 以 <S4. 
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第 六 章 和 矩阵 的 标准 形 
S 1. 特征 根 、 特 征 向 量 


1. 间 ( 玉 -44) 六 = 0 的 解 同 量 是 否 者 是 А 对 于 А, 的 特征 向 量 ? 假如 X X, 
都 是 4 对 于 和 的 特征 向 量 ， 问 X, …,Xw 的 任意 线性 组 合 是 否 都 是 А 的 特征 向 量 ? 

B: САЕ-А) Х = 0 的 非 零 的 解 向 量 才 是 А 的 特征 根 。 

XHCAE-A)X,20, (AE-A)X,-0, =, CAJE- A) Xn 20, Е 
算法 则 有 CAE AXC, CX, +С») =0 其 中 Ci, Cn 为 常数 。 所 以 Xs, e 
Xn 的 任意 的 非 零 的 线性 组 合 

A su Eo deus (X 20) 


都 是 4 的 特征 向 量 。 
2. 不 同 的 矩阵 有 不 同 的 特征 根 时 ， 能 否 有 相同 的 特征 向 量 ?不同 的 失 阵 有 相同 的 特征 
根 时 ， 能 否 有 相同 的 特征 向 量 ? 
解 ， 都 有 可 能 ， 
C1 ) 不 同 矩阵 有 不 同 特征 根 时 的 例子 


1 1 A=] -1 
& 4-( ) MIAE -A!l = =(4-3}=0, 2, 94,23 
-4 5 | +4 4-5 
Ti MELLE! T, 
А) E) 
T, 4 -2 D, 
fg. 21; =T, 
一 4-6 


=(4-2)XX4-9)=0 4,=2,4,=9 


6 4-5 


Zi —4 2 ©, 
对 4,=2, (AE,- A) )-( )( )=» 
Ta 6 -3 I; 


解 之 也 得 27, = 1, 
所 以 ， 不 同和 矩阵 的 不 同 特征 根 ， 可 以 有 相同 的 特征 向 量 。 
€ 2 ) 不 同 矩 阵 有 相同 特征 根 时 的 例子 ， 

7 =2 [4-7 2 
вс ) sa 
一 6 6 4-6 


хав | а 
5 


Ka À, = 3, 4, = 10, 
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对 于 А =3 有 


Xa —4 +2 Ti : 
ag -o( )=( \( m 
| | Qc 6 -3 T. / 
解 之 得 21, = х, 与 矩阵 .4 的 特征 向 量 相同 。 所 以 不 同和 矩阵 有 相同 特征 根 时 也 可 有 相同 特征 
向 量 。 

3. 求 下 列 矩 阵 的 特征 根 及 特征 向 量 : 


1 3 1 2 
0 a 0 -1 1 3 
(1) | ) (2) 0 1 (3) 
i 0 002 
À -a 
(1) =۸ +a =0, A= tai 
a d ? 
对 Л = іа, 


di -a 2, 
a ai P E 


-ai ~a T; 
a£ - x =( )( y» 
a -ai 25 


基础 解 系 是 (2 Do WIF 4= -ai 矩阵 的 特征 向 量 是 007,1) (6360), 


| M. 0 -1 
(2) |ÀAE- Al& | 0 2-1 о |s(A- D'(A* 1) - 0, 
-1 0 4 


所 以 A = 4,= 1, Аз = = 1 对 于 =2 =1 


Ju 1 0 -1 Ti Ж, : . 
GE-4D| xu =| 0 0 о Ц a |=0, M z = 9. 
Un -1 0 i Ts 


ERA (0, 1, 0) 和 (1, 0, 1)， 故 对 于 4 =4 = 1 的 特征 向 量 为 6(0,1,0)+K(1,0,1)， 
( Ai, 7, 不 全 为 零 Js 
对 于 A = _ 1, 


Xi = 0 -1 T, i 
(27-4) | т, =|: 0 -2 0 Tz s0 PHI z= — Z, 2-0 j 
Tg == L 0 — 1 Ts E ү И 
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所 以 对 应 于 Аз = - 1， 的 特征 商量 为 (1,0,— 1), (&2=0) 
4-1 一 3 = 1 一 2 


A] =i =8 | 
=(4-1)(4+1)(4-2)2=0 


(3) ME- A| = Е 


解 得 À,z1, À,= - 1, À, = À, = 2 
对 于 A=1 


0 -3 -1 -2 T 
2 -1 -—3 т, 
(AE-A)X- -1 -5 " =0 


=L T, 


基础 解 系 是 (1, 0, 0, 0)， 所 以 对 于 А, = ПИРЕ ЦА EEC, 0, 0, 0), (20), 
“对 于 和 = 一 1 


(AE ~ А) Ў = 


lI 
2 


基础 解 系 是 ( 3, 2, 0, 0)。 所 以 对 应 于 2= - 2, 的 特征 向 量 是 B( = 3, 2, 0, 0), (53-0), 
对 于 A= =2 


1 = =} =2 т, 
3 -1 -3 І, 


一 5 Ts 
0 T, 


基础 解 系 是 (6， 1, 3, 0), 所 以 A=2 的 特征 向 量 是 k(6, 1, 3, 0), (Взе0)„ 


4. 假如 任意 非 零 n EERE n ИЖЕ 4 的 特征 向 量 ， 试 证 А 是 数量 矩阵 。 
WA: & 4 工 =4 工 ， 


т X = ч 则 得 a, = Ay, a, = 0, 1292, уп, X = le i fT, Dj ац = À,,0,47 0 
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| 1 Р 
: k 
i$j, En Ld, en, 再 命 X = i B 得 cu= a,,= …= dun = Ë, m4-( b^ ) 
i ' 
5. BIN 4-E. ЖЖ A 的 特征 根 只 能 是 土 1。 
证 明 : 设 AX 2 АХ, ШАХ S ЛАХ, В EX — АХ, RUA 1)z=0， 因 为 XX 起 0 所 以 
A z1, 因此 A 的 特征 根 只 能 是 土 1。 
6. 假如 4 是 4 的 特征 根 ， 试 证 2" 是 A" 的 特征 根 ， 这 里 m 是 正 整数 。 如 果 X 是 4 
对 于 A 的 特征 向 量 ， 那 末 Am 对 于 A" 的 特征 向 量 是 什么 ? 
证 明 ， 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
m=1 时 据 假 设 得 4X=4X, 其 中 3 为 特征 向 量 , 假 设 m- 1 时 结论 成 立 , 即 Am-1X = 
A"-1X, HJ 
AX = AA™-!X = ААХ = "AX =X 
所 以 А" 是 А" FIER, A" 对 于 А” 的 特征 向 量 显然 是 X 
7. RAN E 4 的 特征 向 量 , ПЕН ХЕ f(4) 的 特征 FIER, iX у(х) RR z BRIAN. 
HARF X 的 4 的 特征 根 与 fOA) 的 特征 根 有 何 关系 ? 
证 明 ， 设 jz)= amI" + am- I! HaT o 
因为 X E 4 的 特征 向 量 ， 所 以 AX=4X。 根 据 上 题 ， 有 A"PXAPX, FE 
2./(4)Х = аъ А+ ањ АХ ++ +a АХ + aX 
= amA” X + ањ Am-1NX +... +a AX + а X 
= (aj AP а ,A771 + auc a) X 
= 1) Х 
Bruf z 就 是 f(A) 对 于 f(4) 的 特征 向 量 。 
8. 已 知 满 秩 和 矩阵 4 的 特征 根 及 特征 向 量 ， 试 求 47! 的 特征 根 及 特征 向 量 。 
Ж. 设 AX =4X ,4 为 特征 根 , 怀 为 特征 向 量 。 因 为 4 满 秩 , 所 以 14 二 0, 因此 4: 存 
E, 4*0, FÆ 


ААХ S AA IX, HI AX = Aoi X, 


所 以 A` 的 特征 根 是 4 5， 特征 向 量 是 X. 
9. 假如 和 是 4 对 于 4 特征 向 量 ， 试 求 PAP 对 于 ¿L 的 特征 向 量 。 
Ж: REE m A)X = 0, 因为 
(AE - P АР) X = (AP-1P- P-iAP)X = P-!(ÀE - А)РХ, 
Bru (AE - PAP)P1XZ PF(AE- APP IX = PAE – A)X = 0 
Ri (AE - PAPP- X = 0 
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BRA, PAP 对 于 А, 的 特征 向 量 为 РХ. | 

100. RÈ n BERE 4 的 任意 一 行 中 n 个 元 素 的 和 都 是 o， 试 证 4= a 是 4 的 特征 根 ， 
JEB GL 1,04 4 对 于 4=a 的 特征 向 量 。 

W: RA a= а, + а + ~: + ат, = 1, n, 所 以 


А-а, — aget Qn А-а бш ELERE — Qin 


— d; À-— a, — don Е 


1E- 4l - палыны, 


| ТЫ À— dnn | А-а — üna — ünn 


因此 д=а 是 4 的 特征 根 。 s 

h | | 1 а + еф an g 1 

x4 : Hl ожа зева кийине HC - | i 
lf! \ an + +a a 1 


{1 l 
s Í Jeaus ntm. 
1 


11. АЗЕ ИШ Й, TE 4802 又 假如 相似 ， 是 否 等 价 ? 哪些 矩阵 与 单位 矩阵 
等 价 ?哪些 矩阵 与 单位 矩阵 相似 ? | 

BE: RNA, BRM 4~B 那 就 存在 满 秩 Р, tê P-1AP= B, Bin A=B 那 就 有 满 秩 
Q,R， 使 B= QAR、 因 此 如 果 A~B 4 Р-!=0 Р= Р, #198] В= ОАР, 所 以 Az B, K 
之 因为 R 不 一 定 等 于 @-:， 所 以 ， 等 价 是 相似 的 必要 条 件 ， 但 非 充分 条 件 。 

任何 满 秩 矩 阵 都 可 用 初等 变换 化 为 单位 年 阵 。 所 以 ， 满 秩 和 矩阵 都 与 单位 拭 阵 等 价 。 

ХФ A~E, Jij A= P-1EP= P-IP= 巨 所 以 内 有 单位 矩阵 才 与 单位 矩阵 相似 。 


$ 2. 和 矩阵 的 对 角形 


1. 假如 矩阵 A 的 特征 根 是 人 1,… ,hn,4 的 特征 向 量 是 Xa Ха, P= (ХХ), 
问 下 式 是 否 成 立 ? 
A 
рар ` ) 
Ån 


解 ， 只 有 当 Koss Xn RETRE SEXE. 否则 P ERRI PORTE. 

2. ЖЕУ 3 PEE FERE 5 RF AW EE ERAEN, ПОНОВЕ 

是 什么 ? | i 
解 ，( 1 ) 中 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (—-1,1), (0,1), HAE S Xf EER: XEF 
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1/ i1 Š mA d i ai 
та Par q( -i zt -u .X 1 )« "E 


( 2 ) 中 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (0,1,0)，(1,0,1)，(1,0, - 1)， 所 以 能 与 对 角形 逢 


阵 相似 。 取 
01 1 2. 0 
Zr 0 3 zr 0, ) 
о-у i 01-1 
0 


0 2 0 0 1 0 1 1 1 
PE РАР =. 10 1 中 oo t o 0 |= 1 i 
10 -1/\10 0 0 1 -1/: 3NN — 1 f 


( 3 ) 中 没有 四 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 所 以 它 不 与 对 角形 矩阵 相似 。 

3. 能 否 用 初等 变换 把 PAP 化 为 对 角形 ? 

解 不 能 用 ,因为 P = E Em 时 , Р-!= Enw EP, TÆ P-'AĄP= Ea ЕП АЕ, Em 
但 EAE; ERK EAE 简便 ， 不 便于 使 用 初等 变换 。 


$ 3. 实 对 称 和 矩阵 的 对 角形 
1。 试用 正 交 矩 阵 把 下 列 实 对 称 算 阵 化 为 对 角形 ， 


AD I. 1 1 -1 0 
(1) 2 5 -4|， (2) 
= ek B 


М: (1 ) 先 求 特征 根 ， 


4-2 -2 2 
|ДЕ-А|=| -2 2-5 = )4-10()4-1(* =0, 4,210, 4,=4,=1, 
2 4 4-5 


求 对 于 А, = 10 的 特征 向 量 : 


8 =2 2 Ta 4r,—-Z,4- r= 0 
一 2 +5 4 T, =0, "| — 2z + ST, + 4z, = 0 
2 4 +5 Ts 2r, 4r, 5T, = 0 


21, + 14-0 
也 就 是 | 


r, + و‎ = 0 


69 


解 之 得 r, = b, mr, = 2%, І, = — 2k, W х, = 1, 2,-22,2,2 —2, 单位 化 就 得 到 


XV 


cm wo Si- 


求 对 于 4,= ,=1 的 特征 向 量 ， 


al 7-2 2 T, 
-2 -4 4 тү |=0 
z 2 4 一 人 T3 1 


HI zi+ 27, 一 2zs= 0， 取 解 为 ， 


3 4 


正 交 化 ， 单 位 化 后 得 


一 25 
2v5 T 
ra ^ AV 5 
Х,= ES 9 X, 15 
0 V5 
3 
1 2⁄5 2/5 
10 3 5 15 
3 aes -| 2 -vs 405 
所 以 А 1 , Q= 3 5 15 
1 C: 
„2. v5 
3 ° 3 
À-1 -1 0 1 
-1 4-1 1 0 
(2) |AE- A| = = (А+ 1) (4- 3(À- 1)! = 0 


0 1 4-1 m 
1 0 -1 4-1 


所 以 À = 4, = 1, A= 3, A = = I 
对 于 4,=4,= 1， 
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0 -1 0 1 t 
-1 0 1 0 2 
(AE- А)Х = ` [20 
0 1 0 -1 г; 
1 0 -1 0 TL 
解 之 得 r = r, T= 7o W 
1 0 
0 1 
X;= X, 
UM t ”1 
0 1 
对 于 A,= 3, 
! -1 0^ 11 1 
一 2 2 1 0 2, 1 
AE- AX = -0, REX a= 
| 0 1 2 -1 X, BA a 1 
1 0 - 2 d, af 
对 于 A= - و1‎ | 
-2 -1 0 1 T, 1 
-1 -2 1 0 T, oj : -1 
(AE - А)Х = =0 m Y = 
0 n uv] x , PX, 
1 0 -1 -2 т, 1 


显然 X XXX 4 已 正 交 。 将 它们 单位 化 即 得 ， 


A + кй 
V 2 2 2 | 
à 1 AS i i 
2 2 Ë 
= A~ 
i ONCE ; 
М? 2 2 =] 
ç =s gl 1 
v2 2 2 


2. 试用 正 交 变换 化 下 列 二 次 齐 式 为 平方 和 ， 
( 1 )2zt + z — 47, — 41,1, 
( 2 )8z z, + 22,7, + 21,2, + 8Z,Z, 


AR. (1 ) 的 矩阵 为 
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À-2 2 0 


lÀE-A|3| 2 à-12 |-(4- X4 *2)(À- 4) -Ó 
0 2 A 
BiU A -4, À,.=1, а= -2。 求 特征 向 量 。 
对 于 4 = 4 
2 2 0 т, 
ax 2.3 2 Ë = 0, 解 得 X, = 
0 2 4 T, 
对 于 4,=1， | 
-1 d т, 
(ҺЕ-А)Х=| 20 2 ж, E AS Х,= 
| 02 1 dg - 
对 于 4= -2, 


| 2 0 т, 1 
ТТА 2 -3 | І, j 解 得 | 2 
0 2 一 2 x, 2 


因为 X, X, Ху, ЈЕ, dim LI BD 


1 

š 4 

3 ^| 1 | 
м -2 
3 


于 是 所 给 的 二 次 齐 式 f 经 过 正 交 变换 


© 

II 

l 
| wj cote 
exte w= wj 


nsn- وھ ل + ر2 چ‎ 
1 Ui 
Ë KË ) 或 和 y= 2 s elu D a, 
T 
š ы ے = و‎ z+ ج + ر کے‎ n, 
就 化 为 f = 4y2 t yi - 203, 
( 2 ) 的 矩阵 为 
0 0 4 1 
0 0 1 4 
йе a роо 
1 4 0 0 
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求 特征 根 ， 


0-4 -1 
4 —1 -4 


À 
0 


=0 


(4-5)(4+5)(4-3)(4+3) 


3， 求 特征 向 量 。 


3， д, = © 


所 以 A= و5‎ А = 一 5， д, 


对 于 д, = 5, 


c‏ ست 
U, G m‏ 
=ч cd © IG‏ 
1 1 
ч c ш) о‏ 
l‏ | 
о N ч =‏ 
| 1 
N C чн =ч‏ 
| 1 
——á‏ 
II :‏ 
2 
x‏ 
| 
R;‏ 
ч‏ 
м‏ 


对 于 А, = 一 5， 


0-5 -1 -4 


ЕЕС. 
T і t yj 
1 | 
E: = 
II 
x. 
se 
È س‎ 
= 
lI 
E ERE LE 
Lal N e + 
R R R R 
W E” 
а a من‎ 
"uu 
| | 
+ — о o 
a na 
© c — = 
1 l 
mo + — 
l 1 
——— 
lI 
А 
ч 
— 
1 FR 
R) e 
< sd 
-— м 
ri мае 
+ 
Lad 
qd 
+ 
>< 


ہم ہم чч‏ = 

| |! 
——— 

| 

M 

mb 

E 

A 

© 

lI 
p UT DDOS a 
= N о ^ 
R R R R 
——" 
— 
- cB c cn 
|] d ! 
<Ñ o со c 
i qe 
о OQ) — 4 
Dod od 
о о ч r 
I 1 1 
—PV L 


只 将 X, X, Xs X, 单位 即 得 到 
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于 是 所 给 二 次 齐 式 f 经 过 正 交 变 换 


1 i 1 і 
= T, + 7 2, +> Ts +> 

т 1 1 1 1 
' Yı uy +> > T > T 

ZI t 

dau | 或 1 1 1 1 
Ts Us mE Na =~ ج‎ Mo t-, Ts "> 2, 

^ ш 1 1 1 1 
Macr, med а Шу +. Te 

2 2 2 2 


EU f= 5y - 5y} + 3u} - 3y} 
3. 用 直角 坐标 变换 化 简 二 次 曲面 方程 _ 
3T? + 2Y? + 22? + 21g + 221 8T —6y — 22 + 3 = 0 
8. 


3 1 1 Aag =} -—1 
A=] 1 2 0 |, ІАЕ: Да |. -14-2 0 [= (4 1) (4-2) (4-4) =0 
1 0 2 =Ï 0 4-2 


求 特征 向 量 ， 对 于 å = 1, 


=3 =Ï =] Ti 1 
таа -1-1 0 | т, |=0, sax =1 
-1 0-1 т, -d 
对 于 422 
sj ча], uud т, 0 
(AE-A)X=] -1 0 0 | Ty E 解 得 X= | 
-1 0 0 zx, -1 
对 于 A24 
i =1 =1 z, 2 
ТАА -1 2 | т, E 解 得 X,=] 1 ) 
-1 0 2 2, 1 
ЖХ, X, X, 单位 化 即 得 
1 2 EE ; 2 
wi Ü s мак ыйык" ш 
1 AN 1 , 1 , 1 , 
Q wa wü ws Му qucm ele tes 
1 1 1 T 1 , 1 , 1 , 
x ГУШ ve Er 


代入 二 次 曲面 方程 左边 ， 则 
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4 24 
= 22 + 2+ 422 一 — J” = 
f 20 +4 Val Z 


1 2 2 
=+ (r-r) +4) I) 


= T12 + 2 + 42!!2 一 4= 0 


e| 


EU 
4 p* 1 
1 
T,= Fe "nA Z3 г" +1 
у= = r! + 1_ y" + 1_ z! +1 
v v2 v 6 
1 6 
Z-e- т''— — y! ) 2 z" 
v8 V2 Y 6 


4. 求证 实 反 对 称 和 矩阵 的 特征 根 是 零 或 是 纯 虚 数 。 EN 
证 明 ， 设 AX= AX, M| AX'= X'A'. 因为 A= - А", RI AX! 2 X'.4' = - ХА, FE 


АХ'Х = – АХ = - Х'АХ = - AX: X 
(A+ X'X=0 {Н ХХ ао, Вт] 2+A4=0 BB 4=0 R Ac Bi 
$4. ME B: ñj 9 $ H + 
1. ЖЕЗ Л-ЖЇ# ЮЖ [А-+: 


0 A*(À ~ 2)* 0 0 0 
A(A—-2)* 0 0 0 0 
(1) 0 0 0 0 4-2 
0 0 4(4+1) 0 0 
0 0 0 A-2 0 
4-3 -1 0 0 
4 À-*1 0 0 
Са] 1ے و‎ deb ei 
14 5 1 À 
4 1 0 0 А+а p 1 0 
0 4 1 0 -8 å+a 0 1 
(3) 0 1 4 O | (4) 0 0 À +a p 
0 0 1 å 0 0 -pi+ta 


T5 


А(3-2)° 0 0 0 

0  ANA-2* 0 0 

(1) 404) = 0 0 0 0 
0 0 0 АА+1) 

0 0 А-2 0 

4(4 一 2)2 0 0 0 

0 à(A-2) 0 0 

z 0 0 4-2 0 
0 0 0 4(4+1) 

0 0 0 0 


所 以 4(4) 的 初等 因子 为 
À, À, A, At 1, À- 2, А-2, (4 一 2)2， (4 一 2)8 


4-3 -1 0 
4 А+1 0 
(2) A(A) = 0 0 0 


-65+14 -4+5 4(4-2)+1 


1-3 -1 0 0 
(2-1)? 0 0 0 

E 0 0 0 1 
-(A-1? 0 4(4-2)+1 0 


0 1 0 0 
(2-1)? 0 0 0 

2 0 0 0 1 |“ 
0 0 (2-1)? 0 


所 以 A) 的 初等 因子 为 A-1), (4-1), 


1400 1 0 0 
À 010 0 -42 1 
HAMS оар | à X à 
0 0 1 4 0 0 1 


16 


> © о © 


0 0 0 
1 0 0 
0 4042-1) 0 
0. 0 4 


о 


2 


> 


l 
iè 
ою о о н 
© © = © 
> 
J c 
м 
e 
> © © о 
I 
© © о н 


1 0 0 
0 1 0 
| 0 4 0 
0 1 д 


所 以 AC) 的 初等 因子 是 4，4，4- 1，4+1 
{ MES : 

1 В A+ra: 0 | \ 

0 4+a -f 1 

A-a 0 0 В 

- 0 0 A+a 


lš 


(4) ACÀ) 


1 0 0 0 
0 А+а -p 1 
0 -fB(Aca) - (А+а)? В 
0 В? B(A*a) А+а d 


10 
م‎  — 


0 0 

0 0 
f*-(A-a? -2f(A*a) 
28(А+а) 8 —- (A+ ay? 


l 


Ф © © м 
о о кюк о 


0 0 
0 0 : 
20% -28(А+а) ` 
38°(А+а)+(А+а)% Br- (A+ a)2 


© о о = 
= о н o 


0 0. |j 

0 

В? 0 
382(4 + a) + (А+а)? [(A +a) + B238 


lš 


EE 10 — 


© © © н 
© о н e 


0 0 
0 0 
1 
0 


R 


0, 
ГОА + a)! + 21° 


© о о н 
с © ы с 


所 以 AA 的 初等 因子 是 (1+ e+ Bi), (А+а- Ві), 

2. 证 明 ， 两 个 等 价 的 n 阶 1- 矩阵 的 行列 式 只 相差 一 个 非 零 的 常数 因子 。 

证 明 ， 根 据 行列 式 的 性 质 ，” 阶 和 矩阵 经 过 第 十 及 第 三 两 种 初等 变换 ， 它 的 行列 式 不 变 ， 
经 过 第 二 种 变换 后 ， 它 的 行列 式 只 多 了 一 个 非 零 的 常数 因子 。 
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$5. A B FR Ж X 
Od. 求 下 列 矩 阵 的 约 且 标 准 形 ， 


I $2 9 a teg 
of 0 2 ) eri ) 
ped әй 1 -4-10 3 


3 1 00 0 … 0 0 
-4-1 00 L. 0 
(3) 7 1 21 (4) ` Í 
N 
-17 -6 -1 0 1 0 
Е. 
(1)4E- A= 


4-1 -2 0 -2 -2 0 
0 24-2 0 H ÀA(4-2) 4-2 0 
2 2 4+1 2(4+2) 2 4+1 


1 0 0 
-4(4-2) -(4-1)(4-2) 0 


It 


一 2(4+2) 一 2(4+1) 4+1 


1 0 0 
0 (4-1)(4-2) `0 ) 


0 2(А+1) 4+1 


lš 


1 0 0 
=| 0 (4-1)(4-2) 0 | 
0 0 А+1 


所 以 A 的 特征 和 矩阵 的 初等 因子 是 À- 1, À- 2, 4 十 1, 


1 
因此 en 2 ) 
1 


4-3 7 3 À 一 了 3 
(2)AE- A= 2 4+5 -2 |= 0 4+5 -2 
4 10 4-3 А+1 10 4-3 


4 -7 3 1 17 ۸-6 
>| 0 4+5 -2 I= 0 А+5 一 2 
1 17 4-6 0 -174-7 -42+64+3 
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] 0 0 
А+5 -2 
0 -174-7 -42+64+3 


il? 
© 


|? 
Ф 


0 0 
10 — 2 
0 = А+ 612 - 314 14- 2°+64+3 


1 0 0 1 0 0 
=| 0 0 -2 =| 0 1 0 
0 -4+42-4+1 -4+64+3 0 0 (A-1)(A:+ D 


所 以 ， 它 的 初等 因子 是 4- 1, 4-1, A+; 


1 


因此 ， Ar = i 
-i 
2-3 -1 0 0 0 1 E. 
(HJAR =de] ag و وو و‎ F4 -iD I1 Jesel 
17 6 1 A 61-1 -6 1 À 


1 0 0 0 
- (а+1) (4—1)* 0 0 
1 —(4+4) 4-2 -1 
-6 641-1 1 4 


z 


UN 


0 = (4-1) (à-D* 0 


| 

1 0 0 0 
0 (4-1)? 0 0 
0 – (4+4) 4-2 -1 


1 0 0 0 NES 0 0 

0 (4-1) 0 0 0 A-1} 0 0 
= o o 0 -ılo o 1 0 

0 04-1) a- of (o 0 o deip 


所 以 初等 因子 是 (4- 41)9(-D?, [Wit 
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A—.7 = 


1 1 
1 
А 0 An 
-1 4 -1 0 hn-: 
(4) AE- A= = 
-1 4 -1 0 A 
NN N NI 
-1 й -1 4 
0 д" 1 
-1 0. 0 H 
^ -1 CEN |= M 
N Ni 
-1 0 ; A" 4 
所 以 ， 初 等 因子 是 如， 于 是 
0 1 
1 
Aref = АР 
` 
0, 
2. 假 设 
1 4 2 
0 4 3 


利用 约旦 标准 形 求 A 
解 : 


W 


0 0 1 0 0 1 
48 А+11 0 |= 48 0 ) 
(4-1)(4-11) -2(à-1) 0 (4-1) (4—11) (4-1) (42 25) 0 


1 0 0 
“10 1 0 
0 0 (4-1) (4: 25) 


80 


所 以 初等 因子 是 4- 1，4-5，4+5 因此 ， 


Ж 4 的 特征 向 讨 ， 


0 = 4 
(АЕ-А)Ху=[|0 2 
0 4 
4 = 4 
(AE-A)X,.| 0 8 
0 = 4 
ree 6 ES 

(AE — A) Ху 0 
0 m 

1 

ж Palo 

0 


ë PIAP=J й А= РУР-:, 


і 

于 是 A= PJP] 0 
0 

1 2 1 

0 1 2 

0 2 1 


2 


AJ = 


о A [бо 


1 
5 
= 5 
= 0, 解 得 X= 
1 
""Z LE fif X, = 
4 
H 
x,]-0, MIF X, = 
Ts 
5 0 
jer. d 
1 dE. l 
0 = 2 
1 
5 ° 
(= 8 )° 
= 1 1 4* 
2.54 == 0 — 3, 
一 5* 0 4° 


з. 假如 有 正 营 数 使 Am= E, Wk 4 与 对 角形 夭 阵 相似 。 


证 明 : 假定 P'AP=J, 


因为 А"=Е, BLJTIPOPIE, U Zm RERE 


但 7" 


fm 


1 ` 


2 
1 
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由 第 四 章 81 习题 1(4) 


P 
因此 Z =4 所 以 4 与 对 角形 矩阵 相似 。 

4. AWB: АНЕ СА 0, 但 有 
它 的 特征 根 全 为 零 。 


大 于 1 的 正 整 数 m 使 A" = 0 ) 的 充 要 条 件 是 
WA: (1 ) 必 要 性 ， 设 A"=0, FH AX -ÁA"X-OX-0, X=0 
得 徊 =0 所 以 4=0 即 4 的 特征 根 都 是 零 。 


(22028 ME. E 
Z, 
PQAP-J=| `. | 
Zel. 


J a FT HERKE AER, HAI ko 因为 


0 i 001 
N оох 
„= NN ?9 Ji s 0 x 1 9 و‎ 
1 N0 
0 0 
0 mn 1 0 1 
kl ۰ : 0 N -— 
Ik= е “у =° 
0 0 
所 以 Jt = 0, i=l, d t, 因此 
Jk 
Ji ` ) 0 
us 
于 是 我 们 有 


AF = pJ*P^'z0 
即 4 REPER 


5) 假如 矩阵 A= 4?， 试 证 A 与 下 面 对 角 形 Alta 
1 
BN 


证 明 ， 因 为 


AX = AX = АХ = ААХ = АХ 
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PY (A-4) X =0, X0, IUE А- 420, 所 以 1=0 或 4=1， 即 4 的 特征 根 是 0 
或 1 
假定 A-PJPO, BJ 4-PJPO, [Д 
Ji-J, 
BD 


于 是 Лео б=1, 4, 如 果 


BEER orn ЩЖ 


0 1 
J = № 


` 
3 
0 f, 


ВЖ S Eo MIBR A ites Е ТЕЕ, WI (АӘД FEF А HRH n, fB 
如 4 有 7 个 特征 根 1，s 个 特征 根 0 ЖЖ 


T 
dafs Vb. 
|^ 
8 个 :一 0 


$ 6。 两 个 定理 的 证 明 
1. БТИ A- FERE 4(4) 的 秩 为 5， 初 等 因子 是 
À, А, A, А-2, (À—2)»5, (A-2)* 
求 4(4) 的 各 阶 子 式 的 最 高 公 因 式 。 
Bh WX Е„=5%(А-2)*, Ё,=А(А—2)*, Es=A(4-2), E,= FE, =! 
所 以 D,=D,=1, HeDE, = 40 2), 
D, = BD = A=, Ph = 1,0, = (A= 2)8 


„ 


2. 利用 各 阶 子 式 的 最 高 公 因 式 ， 求 下 列 4 ЖИГИ Р. 
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A 1 0 O 
А-2 -1 0 
0 4 AÀ | 
(1) 0 4-2 -1 (2) 
0 0 4 A 
0 0 A-2 
0 0 3 4+2 
۸4+2 0 1 0 4-a -1 0 
0 1 4+2 0 0 A-a -1 : 0 0 
(3) 0 А+2 0 1 (4) 
0 r0 0  A-2 0 0 0 .. А-а -] 


0 0 0 = 0 A-a 
Ж. (1) Di (04-2), ЖЕЗ fs 1, MA 
D,=D i=), Е,=Е,=1, Es=(À- 2), 
初等 因子 就 是 (4-2)! 


(2) Р, =з jio] 20-0» 


Р 1 0 1 0 0 
0 4 А |=, À À 1 |=(4+3)(4- 1) 
lo 0 А | 10 3 4+2 


由 此 可 知 D,=1， 因 此 D, = р,=1, T2 
E ,=F,= Es = 1, Е,=55(4- 1), 
初等 因子 是 4°, А-1, 


1 ۸+2 0 
(3) |А|=(4+2){5+2 0 1 
0 0 ۸+2 
1 4 十 2 
=(4+2) = - (4+2) 
۸+2 0 


所 以 D,= (À + 42, 又 右 二 角 的 三 阶 子 式 显然 是 - 1, 因此 D,= D,= D,=1, 于 是 E = E, 
= 巨 s=1， 瑟 ,=(4+2)4， 所 以 ， 初 等 因子 是 (4+2) 和 3 

(4) 显然 П = (А- a)", Пар =. Diaz = =s = D) = 1, 所 以 

E =: = Enl, к= (4=@)”, 

初等 因子 是 (4 一 a)"。 

3. 试 证 4- FEE A() 是 可 首 和 矩阵 的 充 竖 条 件 是 4(4) 与 单位 矩阵 等 价 。 

WE 88. 假如 n А = TE E E ACA) FET if, 则 | AC4)|1 =k( #0), 所 以 ЮА) =1, 因此 
D4(G) = Dn-1(4)=…=DD,(4)=1， 但 % 阶 单位 矩阵 的 各 阶 子 式 的 最 高 公 因 式 也 都 是 1， 即 
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AAS E 有 相同 的 DA), WIR 4- 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 ，4(4) 兰 已 。 
BZ, AASE, mp DCA)-21, Br AQ(QD | S he0, BIG 4(4) 为 可 道 的 4- HS. 
4. 证 明 


А-а 0 0 -1 0 0 | 
0 A-a 0 0 =] 0 
0 0 å-a 0 0 +1 
A07 в 0 Aa 0 >o 
0 p* 1 0 i-a 0 
0 0 p: 0 0 A-a 
- 1 0 0 
0 -1 0 
5 B(A) = j кока (А-а)? + 8? 1 0 
0 (2-а)? + B° 1 
0 0 (А-а)? + 8° 
8T. TER 4(4) 的 初等 因子 。 
8. 
0 0 0 - 1 0 0 
0 0 0 0 -1I 0 
0 0 0 0 -1 
А) gi i (4 ay 1 0 А-а 0 0 
0 B* + (A - а)? 1 0 4-а 0 
0 0 8*+ (34-а)? 0 0 2-а 
0 0 0 = 3 0 05 
0 0 0 0 -1 0 
0 0 0 0 0 -1 
= A-a} + gi 1 0 g e pg 
0 (4-а)? + В? 1 0 0 0 
0 0 (А-а)? + В? 0 0 0 


显然 О, = 04-а): + EP, D= П, = 0, = П, = П, =1 
Е,= Е,= FE, = Е,= Е,=1, E,-[(4-a)* + P, AMAKI TA E (À - a + 8:)", 
(A-a-f,)*?, 
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第 七 章 ”线性 空间 和 线性 变换 
š$ 1. 线性 空间 的 概念 


1。 判别 以 下 集合 对 于 所 指 的 运算 是 否 构成 实 线性 空间 ， 

(1 ) 次 数 等 于 n(n 之 1) 的 实 系 数 多 项 式 的 全 体 对 于 多 项 式 的 加 法 和 数 积 ， 

( 2 ) 实 对 株 ( 反 对称 ) 矩阵 的 全 体 ， 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 积 ; 

C 3 ) 平 面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 体 向 量 ， 对 于 向 量 的 加 法 和 数 积 ! 

(4 ) 主 对 角 线 上 各 元 之 和 为 零 的 n 阶 矩 阵 的 全 体 ， 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 积 。 

B: (1G, HAAA n 次 多 项 式 相 加 不 一 定 是 n 次 多 项 式 。 

C 2 ) 构 成 实 线性 空间 。 

只 须 证 明 对 称 ( 反对 称 ) 矩阵 对 加 法 与 数 积 是 封闭 的 ， 即 仍然 是 对 称 C 反对 称 ) 矩阵 就 
行 了 ， 因 为 定义 中 其 他 条 件 显然 对 矩阵 是 满足 的 。 

假如 AJ E BE, ШШ 


(A-B)-A4' +B' = А +В, (AAY = АА! = 
假如 A 是 反对 称 和 矩阵 ， 则 
(A+B)'= A'+B' = - A-B= -(A+B) 
(ЛА) = АА = À(- А) = - (АА) 


所 以 构成 线性 空间 。 
( 3 ) 不 构成 线 汪 空间， 阅 如 以 那个 已 知 向 量 为 对 角 线 的 任意 两 个 向 量 ， 它 们 的 和 不 属于 


` ZÜ tE 45 
PES 个 集合 。 


CA fu EAZ RA n ЇЙ ЕН ДЕ ЫЕ: Жк 间 定 义 所 要 求 的 各 条 件 ， 并 且 所 讨论 
的 矩阵 对 加 法 和 数 积 也 是 封闭 的 ; 


a, * b, * a+ b, #/ 
5%, М. EN 
`x + м. = N 
* а * bn */ an t bn 


如 果 >x di =й, x: b1=0， 则 必 有 有 2 (0,5) 0 
2. ТЕП 维 空间 Ra 中 ， 分 晤 满足 下 列 条 件 的 全 体 向 量 能 否 构 成 子 空 间 ? 
(1) TT +. + Zn = 0 (2) +I, + +T. = 1 
解 : (1 ) 能 构成 线性 空间 。 因 为 向 旺 运 算 满足 线性 空间 所 要 求 的 性 质 。 而 所 讨论 的 向 景 
对 加 法 和 数 积 是 土 闭 的 ， 
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(T+T) + (Fg + F2) + + (Fh tEn) 
= (Fj + Tf. +L) + (FT, +L, + °° FT) =0, 
AR, + AF, +- + An = A(T, + Ty + °°° + En) = 0, 
( 2 ) 不 构成 线性 空间 。 因 为 所 讨论 的 向 量 对 加 法 和 数 积 不 幸 闭 ， 
(Z, +) + (Z, +Z,)+-- + (Th + In) 
= (Ty +z +e +х,)+(тү+х‚,+++хт„)=251„ 


3. Eta, В, ү 是 线性 空间 V 中 向 量 ， 试 证 明 它们 的 线性 组 合 全 体 构 成 六 的 子 空间 。 
这 子 空间 叫做 由 e, 6, Y 生成 的 子 空间 ， 用 [a, В, Y] 表 示 。 


WEB]: 因为 (aa+piB+cY)+(aa+pbB+cY) 
= (а, +а,)& +(b, +b,)B + (c,+ c,)Y 
k(a,&*b,B - c, Y) = ка, a +kb,B+kc, Yo 


根据 定理 2 得 知 a, В, Y 的 线性 组 合 全 体 构成 线性 空间 ， 即 La, В, 7 是 线性 空间 。 

4. 试 证 在 R, 中 由 (1, 1, 0, 0), (1,0, 1, 1) 生 成 的 子 空间 与 由 (2, -1,3,3)， (0,1, 
一 1， 一 1) 生 成 的 子 空间 是 一 致 的 。 

üE BA: i а,=(1, 1, 0, 0), 4, = (1, 0, 1, 1), В, = (2, zx m 3,3), В, = (0, l; im 1, 5 1), 

1= - 4,+34,, В. = &,- а, (1) 
Втр B.» B, ЗЕ а, а, 的 线性 组 合 ， 央 此 
[BiB 3c a, 2] 
又 由 (1 ) 得 


1 


а, = > (f, + 382, a, = (B, + 8», 


FY, ars as 的 线性 组 合 也 是 Bis В, 的 线性 组 合 ， 因 此 

[uo блр» BA - 
于 是 Ca, &,]=[8,, £,1 
Вр BAFA B] Zi — Sx I. 


82. 基底 .坐标 


1. WEH: 19-а, (-1) 9 = - 0, XE a 是 有 穷 维 线性 空间 的 任意 向 量 。 这 就 是 
说 假如 空间 是 有 穷 维 ， 那 末 条 件 1-42 а 可 以 证 明 ， 不 必 在 定义 中 给 出 。 
证 明 : 假定 a e, On Æ n 维 线性 空间 六 的 基底 ， 
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G=G;0( +: +06) 
则 1.Q=1(cG + - +0303) = (1*0), t (402) а 
= 910, + +anAn= as 
(= 1) a= —1(a,0,. Баъ) =. 601+. + 0(- бъ0 пъ) = Co | 


2， 求 81 习题 1( 2 ) 中 线性 空间 的 基底 与 维 数 。 
解 ， 实 对 称 和 矩阵 空间 中 任 一 元 


а, + Чүп 1 0 
- = 0, Ree nn м, 
Qin’ Onn 0 1 
0 1 _ 0 ч 
+a, 1 0 x Hob ansni 0 1 
0 Жу 
所 以 基底 是 ， 
1 0 0 1 0 
0 $ 1 0 ` 
N 9 , 0 x , , 0 1 
0 1 Р, 0 | 1 0 
n(n+1 
维 数 是 "D, 
又 任 一 实 反对 称 和 矩阵 可 表示 为 ， 
Qe am 0 1 0 1 
БЯ = а m 1 0 " p e + dn ` | 
"v ` `` 
= cn 0 | 0 = J 0 
‚0 
N 
+ tanin 0 1 
= t 0 : 
所 以 基底 是 
0 1 0 1 0 
у ¥ 
- 1 0 * А Я : , 0 1 
0 -1 0 -1 0 


3. ЖА, 中 向 量 а = (3, 7,，1) 对 基底 
8,7 (1,3 5), @,=(6, 30, «4= (3, m 


的 坐标 。 
解 ， 假定 ` (3,7,1)=а,(1,3,5)+а,(6,3,2)+а5,(3, 1, 0) 
= (a, + 6а, + За», 3а; + 3а, + as, 5а, + 205), 
ЕП a, + 6a, + 3a, = 7 
| 3a, + 3a, + a, = 7 


5а, + 2а, = 1 


解 之 得 G, = 33, а, = — 82, аз = 154, 
因此 所 求 坐 标 为 (33， 一 82, 154), 
4. 试 求 R 中 向 量 对 两 组 基底 


€,-(1,2, 1), &,= (2, 3, 3), 4,-(8, 7, 1) 
В, = (3, 1, 4), В, = (5, 2,1), В, = (1, 1, — 6) 


的 不 同 坐标 间 的 关系 。 
E: BRE R, 的 原来 基底 是 Yi，Y:，Ys， 那 末 


1 2 3 
(@,, Qas 0€,) z(Y,, Ys, Y.) 2 3 7 
1 3 І 
3 5 1 
(Bis Bs В,) = (Y, Ys, Ys) 1 2 
4 1 -6 
i 3 \7/ 3 5 1 
于 是 (B. B. В) = (&,, а,, а 2 7 1 2 
3 1 4 1 -6 
-18 7 5 3 5 1 
-2(4,,0,,0,) 5—2 =] 1 2 


3 -1 -1 4 1 -6 


一 27 -71 -41 
=(0 , se 9 20 9 


5 12 8 
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13 19 4 
-27 -71 -41 N” 
但 | 9 20 9]|2[-29-13 E 
4 12 8 
39 
7 10 
13 -9 7 
质 以 (UU Ya) = (z z, z)| !9 -13 10 
181 - 63 99 
4 2 4 


其 中 yvy, 是 R, 中 元 ХГ Bis Bos Bs 的 坐标 ，ziy z,, z, XE a 对 ai asgs 的 坐标 
5. 在 R 中 有 两 组 基底 


)8,=(2,1,—1,1 ‚ )0 ,0 ,0 ,1( -,8 
)0 ,3,1 ,0( = ,6 )0 ,0 ,0,1( = ر“ | 

a, = (0,0,1, 0) Ba = (5, 2,3,1) 

а, = (0, 0, 0, 1) 8,= (6,6,1, 3) 


( 1 ) 求 由 前 组 基底 到 后 组 基底 的 变换 矩阵 

(2 ) 求 向 量 A = (z,, Tas Ta, Zi) 对 后 组 基底 的 坐标 
( 3 ) 求 对 两 组 基底 有 相同 坐标 的 非 零 向 量 。 

解 ，( 1 ) 设 原来 的 基底 为 Yis Yos Үз, Y. 


1 0 0 0 
0 1 0 0 
Bi (4,0.0,,,)- (Ү,, Yos Y» YO 0 0 1 0 
0 0 0 1j, 
20 5 6 
13 3 6 
Bis Bos Bs, B.) = CY. Y; Үз, Y.) 1 1 2 1 
10 4 8] 
а 0 0 2À у 20 5 6 
— 0 1 0 0 13 3 6 
Е Е 3 Q r ard 
(0 0 0 1/ 10 1 3 
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2.0 5 6 
1 3 3 6 
-(0,, (,, 0,, G,) =Ï 1 2 1 
Ig 1 8:0, 
( 2 ) 设 Ui» Yas Us» о, Ў € 对 后 一 组 基底 的 坐标 ， 则 
20 5 BY 
1 3 3 6 
(U is Us» Us» Y4) = (Т, 25, Ty, T4) 24 1 2 1 
1 0 1 3 
-1 
2 1 -1 1 
ammi E s a 
19 "29? “S$ 4 5 3 2 1 
6 6 3 
4 1 _7 
9 27 27 
i 4 EP 
3 9 9 
= (TI, T,, Tzs T4) Я 
-1 ل‎ 0 1 
3 3 
nu 23 2 26 
9 27 3 27 
(3) (2) ф х=, ns, Ts = Yg, 0-9, 得 
4 1 
رعو + رسو‎ nan 
1 4 1 23 
و ا‎ tok sis 
de چ‎ 
2 1 1 26 
TT pS e, 
1 5 1 53 
即 27 779^ 3: 97150 
2 
в a ы 
7 1 1 1 
aptum pL. 
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— 57, + 37, — 97, — 117, = 0 
x, 一 157, 一 92, = 237, =0 
T, -32,-2r,20 


- 72,- 81,492, — z, = 0 , 


亦 即 


解 之 得 zi = -zi z,= -zi Ta = -Zi。 即 所 求 向 量 是 (- zi，- zi，- Tis TOR F(1, 1, 1, 一 1) 
RIN =1, =1, =1, z= -1， 即 (1, 1; 1，- 1) РОА ЕАН АТА ОЕ 
解 向 量 。 | 

6. 假定 对 V 的 基底 ai = (а, +, аш), sOn = (ansann), АЕ B = (6, sbn) 
的 坐标 是 1s …， ал, 试 证 ац, …， On Eb, …， bn 的 线性 组 合 。 7 

iE BH: 假定 V 的 原来 的 基底 是 Bi» Ut, ns 那 末 


ауа, 
(Cys ees An) = (Bis s BDA, A=] +. 


aman, -le 


4 DN IU E21 EM. 


kiekin 
A= Í ............ 
hys hu, , 


则 (Gis а.) = (61, ttt, bn) А" 
Куа 
= (bys =, Б) pnr 
Bano Rnn , 
a, = Ry, + abs 2 i 
" bM eis 
Os = knib; ++ + knnbn 


所 以 Gis °“, a, 是 bis …bn 的 线性 组 合 。 


§ . 线性 变换 


1. 判别 下 列 变换 中 哪些 是 线性 变换 ? 

(1)# Ra H, T(a;,a,,a,) = (а, а +а,,а,); 

( 2 ) 在 由 全 体 复 数 构成 的 复线 性 空间 中 T o = | 

( 3 ) 在 由 全 体 ” 阶 矩阵 构成 的 线性 空间 中 ，T(X) = ВХС, 这 里 B, C RATER 
CADTEXC AE XR, Т[/(х)] = f G2; | 

( 5 ) 在 由 闭 区 间 [a, 62 E de EE A ROG not Sce hop, TUE] | уа, 


BN: (104 а, = (08,,0;,0,), a, = (05 y azs 05), š 
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T(&a,-a,) 2((a,a,)?,a,* a, +a + a, a4 a4), 
Тк, +Та, = (а? +а,?, а, +а, +at+a,,a, 05), 
一 般 Т(«,+а,)=#Та,‚,+Та,, 
所 以 不 是 线性 变换 。 
(2) АЯ, M 


Тва) = Еа = Ва = RT (a) +АТ (а), 
所 以 Ta = а 不 是 线性 变换 。 
( 3 ) 是 线性 变换 ， 因 为 
T(X+Y)=B(X+Y)C=BXC+BYC=T(X)+T(Y), 
ТЕХ) = B(kX)C - kBXC - ТХ), 
CA ) 是 线性 变换 ， 因 为 
ТІР) +g(z)]=[f(z) +ga] = fn) +g! (х) = T[f(z)] + T[g(z)1, 
Теў) 1 = ГАР) 17 = Rf’ (2) = АТГ) 1, 
( 5 ) 是 线性 变换 ， 
TEE кас | Cf остаз [ fay dr+ | sends 
=T[f(z)1+ T[g(z)1, 
тву) = | fdr =k | fendz-ATUKGM. 
2. ЖИТ, z,)= (X, 一 T1)，Ts(T1, z,) = (zs — FE R, 的 两 个 线性 变换 ， HR 
T,+T, TIT,, Ж Т.Т. 
证 明 : TG, z,) + (015 Ya) 
= T (Z, tU. Z, +Y) = (X, + ys, — Z, — ¥) 


= (Tzs – 21) + (Ys — 01) 
= T (Zs FZ) +T (Ys Y2) 
=T Ekls z,)J . 
-T.Gm,, kL) = (RT; — hx) 
= (2,, —T)= RT(T, 7,) 
又 TCTs 23) + (у, J) J = T (F1 + Yg T, + U.) 
= (Z +U), ~T,- Y) = (Z, — Ts) + (Yis — 0) 


2TQ,G,,2,*T,G tu) 
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T CRC s r,)]= T,Qa,, RE) = (Ет, — hz.) 
-zR(n,—x)-hT,G,,1,), 
所 以 ，7 T, 都 是 线性 变换 。 
(Tı + T)(0, Za) = T (т, 2,) + T,QG,, 2,) 
= (Т,, — 1) + (Z, — X,) = (T, + Z,, -Tı — 7,), 
TT (Xs 3J = T (Жү. = Z.) = (=T, = و(‎ 
TT (Z. z,) = T,Qu, — FD = (T, T1). 
з. dm m, as ук 2 引线 性 空间 地 的 基底 ，7,3 是 三 的 线性 变换 ， 了 (=B， 
Tea) = ,, ini Sca, +a) = By + Bas SCE- @,) = В,— Bas RETES. 
UF HB. ER a CGV, NI] к= Ra, +k, a. 
Та) = Т(,9, +R ,)= T(R,a,) + T (RC, ) 


-hT(Xx)-kT(x,)-h, + 2,В,, 


x Sm, =5| icu eno + (a q,) |= 35e + «»+ 2-9(9,- C2) 


= 8, +B) «3 0. - В) = В, 


[E] zig Е S( a) ES В, ° 所 以 
T(a)=hkB +hB = 5,5(a,) + Sca) Sca) 


因此 ST. 

4. 假如 了 是 Р, 中 绕 原 点 向 反 时 针 方向 旋转 0 的 旋转 ， 问 -Т, T- 是 怎样 的 旋 
FE? 两 者 能 否 一 致 ? 

R: 根据 定义 (-T)w = 一 (Ta) 所 以 -T 应 是 R, 中 绕 原 点 反 时 针 旋转 (r +0) 的 变 
换 。 

X TT FER, 中 有 顺 时 针 族 转 0 的 变换 。 两 者 不 一 致 。 

5. 线性 变 撞 是 否 把 零 元 变 为 零 元 ， 能 否 把 非 零 元 也 变 为 零 元 ?一 个 非 零 元 的 所 有 象 源 
能 否 构 成 为 一 个 子 空间 ? 

解 ， 由 线性 变换 的 定义 ,车 а-а, Г] Ra->Ra' = 0， 就 得 到 0-0, 即 线性 变换 把 
零 元 变 为 零 元 。 线 性 变换 也 能 拒 非 零 元 变 为 零 元 ， 如 零 变换 就 是 这 样 的 。 
一 个 非 零 元 的 所 有 和 象 源 不 能 构成 一 个 子 空间 ; 因为 若 Cis Qa, 都 是 1% T A! ES 
HD 

с, —$, с, — f, 

则 а,+а,——>В+В8=2@=В8„ 
即 非 零 元 В 的 象 源 对 加 法 不 封闭 ， 所 以 它 不 能 构成 子 空间 。 
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e. RUT BEV 的 线性 变换 ， 工 是 矿 的 子 空间 ， 如 果 TLEL, RRM L FT B 
不 变 子 空间 ， тшен лым АЕ SF Fle 
证 明 : Ж T(a)=ka, ГТ], ІСІ, MTOO=klEL, FU ТІСІ. 即 任意 子 


空间 都 是 数 乘 变换 T жа: 空间。 


ўл. 线性 变换 的 矩阵 表示 


1. ЖКУ: ЖЕЕ DTH E ЕД НЕНИ 

CIO Ра ME gay] ХОР 平面 上 的 线性 变换 了 ”对 直角 ЖАЙДАН 上 的 单位 向 
Ed J, ks 

( 2 ) 上 述 线性 变换 了 了， 对 基底 =i, 8-7, y=i+ +Ë 

(3) R, 中 的 线性 变换 了 (ci а, аз) = (2а,—а,, a, d, ај), AE EE T= (1,0, 00, 
7 = (0,1,0), R=(0,0,1) ` ; 

CA ) 六 个 函数 


a, = e%€ cos br а, = е% sin bx 
Q, = re?? cos bz a, = re?" sin br 
= 1 25202 == 1 2088 c: 
(y | = y cos br Ge 二 本 me sin bz 


SUCRE SCC ICI РЕД y CAE fe SE PRETI TI DAT TEM, ДОЗАТА ЗЕК: 


(5 (FE R, 中 使 
T«4,-(-5.0,3) €,-(-1,0,2) 
Ta,-(0, — Í; 6) 这 里 €,-(0,1,1) 
Ta,2(-5, —1,9) а,= (3, —1,0) 


的 线性 变换 了 对 基底 X1» Co, Ca; 
(6 ) 上 述 了 ЖЖ i= (1, 0.0), 7 = (0,1,0), = (0, 0, 1). 
Ж. (1) Ті) = нок, ТО) = 0+ +0, ТО) =0+0+0: 


所 求 矩 阵 


1 0 0 
A= 0 | 6 
0 0 0 fo ° 


(2) Тк) =Т(ї)=і=-а, ТО) = Тл) = £= В 
Тор) = Таъ 48) e TOS TC TUO sie gn +B 


1 0 1 
А=| 0 1 1 
0 0 0 
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(3) TG)=T(1,0,0)=(2,0,1)= 27 +R, 
T(/)=T(0,1,0)=(-1,1,0)= - i7, 
T(R)-T(O0, 0,1)= (0, 1,0) = 7; 


2 =1 Ü 
A-| 0 1 1 
1 0 0 


(4) T(a,)-2ae?? cos рх — be"? sinbr-aa,—ba;,, 
T(0,) = ae™ sin bT + be?? cos br- ba, +ас,, 
T ( 8,) = e*? cos br + ате? cos br — bze** sin bz» Q, + ad,— bC, 
Т(9,) = c9? sin bz +are% sin br + bre“ cos bz = а, +64, + CZ,» 
1 


Т(9&,) = Zeaz cos bz + au eat cos bz 一 Lire sin br- Q, + dag — ba,, 


T(a,)- течи sin br+ Tasten sin bz + L س‎ cosbr=a,+bau,+aa,,. 


a b 1 0 0 0 
-b a 0 1 0 0 
0 0 a b 1 0 
ASi g оюу hok d 3 
0 0 0 a b 
0 0 0 -b a 。 
C 5 ) 设 原来 的 基底 为 B, В, Bs, 
-1 0 3 : 
(Cys Ca, 1.) = (Bis В,, Bs) 0 1 -1 ) 
2 1 0f 
-1 0 кА 
(Pis В, В.) = (ú,, a,, т,) 0 1 —1 ) 
2 1 0 
لے‎ _3 3 
T 7 7 
-(0,, Qz, (,) £ $ i 
2 _1 1 
7 T 7 fe 
一 5 0 -5 


因此 Ta,» 2s с.) = (8, В,, Вз) 0 = 1 = F 
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Nie мү [ees 


; 


sin cto caje- 


)و ,,& ,|@(= 


2 3 5 Á 
=(0,, z, z) р! 0 H 


—L d 0 
(6) Te,=T(—i+2k)= - TI - 27 k= – 51 + 3k 
Ta,=T(j+k)=Tj+Tk= – j6k, 
Tx,-T(3i-j)-3aTi-Tj2 – 51 – j+ 9k; 
从 上 面 三 式 中 解 出 TITI Tk, 45 


5 Ü 7 
=-2ij- k 
Ti ب 1 چ‎ Дш; 
"M _ 5 و‎ 18 
Tj = 7 i 7 j + 7 Á 
Tk = „ 207-237. 244 
N í 7 ( A 
Ji 20 _ 20 | 
7 7 7 
„| -4 „ш „2 | 
因此 ， A= 7 3 7 
27 16 24 J 
7 7 7 : 
3 5 
2. j Р, PRIENT, Gr IRE C= (1,2), «= (2, FEZ ) 线性 
4 3 


4 6 
变换 T, 对 基底 B= 03,1), B= (4, 2 fines Í ) ЖУ J T + T, Xt Bis В, 
6 9 


ЮЖ, T T, 对 ay as BS XB RE, 
Ж: БЕЈ eis е, 


1 2 ` 
(Ai, &,) = (е, €) ) 
2 3 /, 


3 4 
(В, B.) = (е,,е,) ( ) 


1 2 
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所 以 Taf г Gyo «v, НЕА 
=ë = OR 4 6 -4 - 51 
: ; E 
Be Ü i 
5 2 6 9 2 s 42 


Wk, T.i. Co €. IGEM e 
| 3 5 | -57 —95* ( 39 65 ) 
4 3 ) 42 70 ) -102 -170 /. 


X T, 对 于 В,, B, В 


40 58 4 6 44 41 


71 WP t 2 59 : 
; - 34 6 9 پو حك‎ 
2 


ТИЛЛА КЕЕН], T 是 微分 变换 。 对 基底 


3. WV yi (raka SRB п 的 多 项 . 


- TC: In 
e=], е, =z, pape Ug Ch =e нүз 


ЖТ, Т, 9,7" ЕВЕ, 
Ei. Ге„=0, Te,ze, Те, ===, «5, Теп = ny 
(5-1)! 
T?e, = 0, T*e -0, Te, = ونت‎ oeg Ten =n- 


"n p 
1 "ex eu 
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所 以 T*, .... TI" 对 于 Eos Cis €3'**€n 的 矩阵 分 别 是 


0 1 i :0 0 1 0 i : 
0 `S. 0 0 Sg N 
NP , XK EM yc š "s. 
м ` 0 3 
0 ， 1 
`0 ° 


4. 假定 а, an 是 线性 空间 Р HE, TEV НУГЕ BM, ANNE i= C4, i=l, 


~om, Tajs0, у=т+1з.п, RIEZ =T, FE T Xf «,,., an 的 矩阵 是 


] \ 
|^ 
E 
m^ 0 x 
Ü 
证 明 ， 由 题 设 可 知 
] 
М 
T(a,,--., €4,)-2(3,,:, 14) EN 
m+ 0 
N 
0 , 
Й 1 2 1 
`x ` 
T? 对 应 的 矩阵 为 ° = E 
` ^s 
0 0 


所 以 T2= T 

5. 假如 线性 空间 的 线性 变换 7 对 任 一 基底 的 矩阵 都 相同 ， 那 末 7 是 数 乘 变换 。 

XE BB: ik q,,: 0,4 与 B. fit 8, ZJ КЕ SC H EJ, H. 

(В, Ө, В„)=(а,, ка„)Р 
4 为 了 对 任意 一 组 基底 的 矩阵 ， 则 
А= РЗАР, MW) AP= PA, 

5 £ES IRI ri EXE БЕ ВЕ 22 ACRI ABE ВСЕ AB EE € 参阅 教材 129 页 ) ， 所 以 A 是 数量 矩阵 ， 
即 A-RE, 于 是 Tia= Вац, ї=1,:-,п, [ҢҢ ТОА) = ha, Pill T. JR XE dA, 

6. 假设 线性 空间 的 REEM T, tE T00, Ta =0, RUE, a,Ta,.., a, T7! 
线性 无 关 。 

ШЕН: 设 kia+h,T(a)+.…+kmT"m-!(a)=0 
fg Tm-l 的 变换 ; 


T"-b,a + Р.Т аў Г" q)]- ьт а) 十 БТ CD) + + h T ?-*( &) = (0 
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Вр kT"-:((0)z20 
18 77-'(a)20, Ар hk, = 0 于 是 原 式 成 为 
Та) + °“ +RmT™"'(«@) =0 
FE e T™ 得 
Т-ГА, ТОА) + вА С) =, Т0) 0 
所 以 ka= 0。 继续 辐 样 地 进行 ， 后 最 可 得 
kı = ky m = km = 0, 
Mills 6, f (Wa), TT (CD), REER. 
7. Е. n 维 线性 空间 V 由 所 有 线性 变换 ， 对 于 加 法 及 数 积 构成 n^ 维 线性 空间 。 
证 明 ， 设 7 了 ,7 了 ,是 V 的 线性 变换 ， 则 了 ,+7 了， 是 信 的 线性 变换， АТ, 也 是 V 的 线性 
容易 证 明 线 性 变换 的 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 。 数 乘 满足 分 配 律 ， HE, ТЕР 
所 有 线性 变换 形成 一 个 线性 空间 。 
n 维 线性 空间 V 的 基底 取 定 以 后 ， 矿 的 线性 变换 可 与 n 阶 和 矩阵 一 一 对 应 。 即 有 一 个 Ж 
性 变换 就 有 一 个 n 阶 短 阵 ， 反 过 来 有 一 个 n 阶 矩 阵 也 就 有 一 个 线性 变换 ， 线性 变换 不 同 ， 
矩阵 也 不 相等 ， 和 矩阵 不 相等 ， 线 性 变换 就 不 同 ， 因 为 所 有 的 n 阶 和 矩 阵 构 成 n° 维 线性 空间 ， 
所 以 VY 的 所 有 线性 变换 也 构成 一 个 n° 维 线性 空间 。 
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第 八 章 内 积 空 间 


S 1。 内 积 空间 的 概念 


1. EZZ R 内 ， 如 灯 任 意 两 向 量 对 应 实数 (& ,了 ) 为 
(1) lal.|B| 
(2) lallBl cos*0, 0 ж a 与 B ЖЯ» 
(3) 2|a|-if| cos p, Oj a 5j B ipfa. 
问 它们 是 不 是 内 积 ? 
解 :(1) (a,B)= [а|• [В| 不 是 内 积 ， 因为 
(a+, В) = |а, +9, |· |В| 3c|a,]*]B] + iale IBl. 
(2) («, В) = |а ||В| cos?0 不 是 内 积 ， 因 为 
(а + as 8) = |а, +а,| - IBI соз °03 a,l. IB] cos? 0, + [а, |181 cos? bzo 
(3) (9,6) 211-181 cos 9 是 内 积 ， 因 为 若 
а = (а,,а,,а,), B=(b, bzs 03), 
则 (Ca, В) = a,b, + a,b + asbso 
显然 满足 内 积 各 条 件 。 
2. 假设 7 维 实 线性 空间 的 基底 是 &1，…，, Ans АЈ Е € 22,0, 0505, B-5,0,4-- 
+ bnn 对 应 实数 Са, В) = X labo 试问 是否 是 内 积 空间 ? 


Е. (a, В) = È iab = È ibia = (B, a), 


(ба, В) = вав, = k 5 iaibi = ka, В), 
$-1 =1 


LU 


РА š 
(с +В, p)= 2740: tbi) = Za e + Si = (9, ү) + (Bs у), 
= 1 -1 -1 


п 
(а, e)= > iaid42 0 ; 
-1 


满足 内 积 各 条 件 ， 所 以 ЕА], 
3. 假设 , а В 是 内 积 空间 的 两 个 非 零 向 量 ， 其 夹 角 为 0, «= RB, HEH . 
(1) #>0 的 充 要 条 件 是 0=0 
(2) k«0 的 充 要 条 件 是 0=z 
证 明 ; (1) Ж k>0, dias 
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tosga EB В, В) _ 
“esap ДЫ, 
所 以 0 = 0, 反之 若 0= 0, 
. (®,&)_„_Ё|8]* _ 28] _ 
" kak биг ^ [e| 91s 
所 以 ёо, 
- k(B.B) 
k < , кыл БЕЛ Uma 
(2) 0, cos PITE 1. 
ЖИ @=л, Rz, б=л, 
кВ АВ. 
wie ТЕГ" е 


所 以 k<0, 
4. Bk CG, °“, am 是 内 积 空间 的 一 组 向 量 ， 试 证 明 ， 


(a, «,):- (Ci, Cn} 
— A 


| (л, |) 41 CA nAn) 


的 充 要 条 件 是 Qi Om 线性 无 关 。 
证 明 : ix Raili+Raas 十 … 十 RnmGm=0 
则 Rila, а): 6 RC ms 1) = 0 
h (G, а) + +Rm( ms Ф) = Û 


LACET Cm) +: +2. (тә 9 2) = 0. 


因为 方程 组 只 有 零 解 如 =0， uet skin = 0, 的 元 要 条 件 是 A= CIF а j| 3 0, 所 以 论证 成 立 。 
$2。 标 准 正 交 基 底 


1. 次 数 不 超 过 3 的 折 有 实 系数 多 顶 式 根据 
(f(x), g(z))= f(u)g(r)dz, 
成 为 内 积 空间 ， 试 求 它 的 一 组 标准 正 交 基 底 。 
c. 取 a;=1， а;=т, ¡= و‎ q,- r 为 它 的 基底 ， 把 它们 正 交 化 、 Wp =al, I 
i& B,» UB, + a, 


Ы 220, p= (OP. 
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所 以 B. = >, n Ba = kih, + baa + аз, IR Ж 


1 t 
cm. B.) | gd aes i» (Quis du= 2, 
ә 
1 1 2 
(esos wdr=0, (В.в =| deus 
一 1 
" „=. баво, po Q dh) 
所 以 sl с тшш М” ш. 


ш; f, = - 1 X Be AB. + haf, + Fafa -Ep Ай 


1 
г 2 
CQ. EMI 2° dx = 0, (a, gos | ins 5 
-1 =1 


f 1 


(s Bs] (28-1) аго, (Bs, 8: = | د(‎ as i 
#7 z 


1 


Я ‚_ ep) _ mw ap) _ 3 "RC ag 
所 以 AL 一 (B. 50 = 0, = zs B.) = 5? An (Ps, Ва) Ü. 


z. PERPE ТИЙИ r: 


= 
zz 
сс 
Д 
l 
"is 
| 

сл бо 


i8. |: — 1 E 
BPs (fi, PLE = ig e = 2 3 7 
s. Š ‚ 1 6. 
I8,1? = (Ês, B.) = PE % = -rT В TAn г, 
ә Bl 2 
10 (з 
ЛЕ € 2 * Ta 三 x (ac | 
IB, = „5 , „= У 14 (os? —3г) 
175 4 


那么 Nis 2s Da 1, 就 是 一 组 标准 正 交 基底 。 

2. 假设 4 维 内 积 空间 的 基底 为 ‚сз, n, 任意 元 和 = 00, + e FTC, ЛА z; = 
| « |соѕ 0;, XE 0; 是 & 5j ау RÊ, ЯЖ ab … Cy 是 标准 正 交 基底 。 

证 明 ， 当 z= ai KH, BIY BERE i= di, y= |а|соѕ 05, Oj 是 а 与 с; MRR, 
所 以 


|ailcos 05 = 8,3 
I |a,|=1, ei 时 cos 03= 0, [Ж a, - аһ 都 是 单位 向 量 ， FE KEEN, 所 以 
As 7, аһ 是 标准 正 交 点 底 。 


3. (Bite, an 是 内 积 空间 的 标准 正 交 基底 ， 试 证 让 的 向 量 В, …， Bs 两 两 正 交 的 
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pir 12 
в ; 
220, at) (B5, 41) = 0, 1 7, 
uE A: i ñ. = Ьа, qe esp Din, 


(Bi, в) = bins (В, <) = birs 


"n n 
于 是 b (fi, a) (В), а) = 25 birbir, 
而 (Bi, B;) = (bia, e ree ars binc, Бла, diee binin) 


= È (buan bna) = $ bubn, 
所 以 È (Bo ess а= (Bs, BD. 
因此 (Bi, B0, i= 7 的 充 要 条 件 是 
È Bo a) (B1, a) = 0, ij 


4. BEU, U, 是 内 积 空间 U 的 子 空间 ， 求 证 ， 
(1) ХО) Ор (2) (UNU) sU; +U; 
ШЕ. (1) A (U) 3U, HHA 


dim( U+*)*=n-dim(U+*)=n-(n-dim(U))=dimU, 
所 以 (U-y* = U, 
(2) н (О, +0,) = 0:05 得 
(+O = (0:1) = 
所 以 (U, U, = ((U; +U; = U; +U;., 


$3. ЕЖ EA 


1. 假设 a, a,, as 是 内 积 空间 V WREEK, ARV 的 一 个 正 交 变换 7 了， 使 


2 
То, зж 3€ +2, - ic, 
Та, = 2а, - la + Za, 


N. X Ta; = Ta, + Tad, + 235, IR T 对 于 ais aas a, 的 矩阵 
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я 8 و‎ 

3 d 14 
2 1 

ae doom 
1 2 

"Us x. ^ 


因为 了 是 正 交 变换 ， 所 以 AREXE, HM 44 = E, 8 


4 2 
ті = i T? = y" Ta? = а, аа = 0 
TT -i-o, TG. — = 0 
所 以 
2 2 

z. =i " ise + dem = 
或 =, z, = 2 " ES : 
B à 1 2 2 
V Bra AE $8 75 Ta, = 3, = 3: == `3 °з 

2 

或 Та, = - La, + a, + Za, 


2. Бі, kde R, 的 标准 正 交 基底 ， HR R, 的 一 个 EZERT, 使 Th 为 平面 
х+у—1=0 的 单位 法 向 量 。 
解 。 显然 ， 这 样 的 正 交 变换 不 止 一 个 ， 璧 如 和 矩阵 是 


0 1 1 
V 2 V2 
1 1 
0 -Vi و‎ 
1 0 0 


的 变换 就 是 这 样 的 一 个 正 交 变 换 
3. 假如 内 积 空 问 矿 中 向 量 a 5 В 的 长 相同 , 那么 六 有 正 交 变 换 了 , f Ta = В, 
证 明 ， 因 为 |e| = 1 了 | 二 0， 所 以 六 有 标准 正 交 基 底 


a к 。 =. A 
a Tal’ Q5, » а K В, IB f.. , B. 


on Га 
使 Tas= B, 的 线性 变换 了 if Ta = B, АЕТ SUEPORHJIEGE А, — 
4. ХЕЗЕР V mia = |В,|, 19,1 = 18.1, EB (a, а,) = (В, В), ЖИ 有 正 
交 变 换 T, w Ta = 8, Та, = В, 
WA: ҷа, а, 线性 相关 时 ， Ж а, = ka Р: (В, В) = (41，0;) 及 16.1 = la| 得 
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(f. Ba) -R(a,, a) = KC, 8) 
(B,, Ba) = (а, a,) = KK, Ё,)=^(В,, В,) 


Hp (8,. B, - RB.) = 0, (B, - ЕВ, В.) = 0 
prt (86, — ^8, 8.) - RCB,, B, АВ.) = (B, - kB,, В. – kB.) 90 


ЕРА В, = ВВ, З IMS, (E Та, = В, 的 正 交 变换 也 使 7a,= Ba, MU T 就 是 所 求 的 正 
3 yii, 
M asa, 线性 无 关 时 ， 和 根据 柯 亚 一 许 互 效 不 等 式 有 
(a, a,)* <(а,, a,)XG,, а,) 
因此 (fi. B) <B 8,)(B,, Ё,), 


所 以 В, В, 岂 iR ж, 把 V 的 基底 Ais Q5, ct, An K Bis В,» Uy Bu 单位 化 正 交 上 得 标 
ЕЕЕ ЖЖ ai sags ty а Ж Pi В’, ~, Bn’, 因为 a, = ha, +a, 时 В, = kB. + 0.. 
所 以 使 Tar = Вг 的 正 交 变换 了 也 有 


T (Ra, + a5) = RB, + B, 


Rp Ta,= B, 


Bre JT 是 所 求 的 正 交 变换 。 

5. 假设 了 是 内 积 空间 V 的 正 交 变换 ，U ЖУ NFT UREZAN, BAU BEV 
对 于 了 的 不 变 子 空间 。 

证 明 ， 设 dio os ањ 为 [的 标准 正 交 基底 ， 


а, =... Ams Qm+is “On 


= V 鬼 标 准 正 交 基 底 。 因 为 了 是正 交 变换 ， 所 以 Tc °“, Tan bÆ V 的 标准 正 交 基 
Ж, ANU 是 不 变 子 空间 ， 记 以 Ta <, Tam 是 UV EREIZ ER. NIE amiss Qn 
Ж Таљ» "Топ ЖЕ U^ 的 标准 正 交 基底 。 如 果 xesC t, Ж 

а = ыт +Rnan, Га = Въ Гать + °“ + ha TaweU+ 所 以 U+ 是 了 的 不 变 子 


§ 4 复 内 积 空间 
对 下 列 厄 米 特 箱 阵 A, REE U 使 U AU 成 对 角形 


(1) 0 í 1 
^| =ў 0 0 
1 0 0 
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| шыл E d 
3 34/2 v6 
ادد ج‎ E d x 
i _ ¿ _ 1 
V 6 2⁄3 2 
解 (1) 特 征 方 程 
À =i 0-1 
ДЕ A| = í À 0 |=4*#—-24=0 
-1 0 А 


BrEUBERETR. 2,90, A= 2, À. = — 21 求 竺 征 向 量 ， 
Ө) A: = 0, HOE - AK, = 04 


— 11, Е, = 
| 1X, = 
-T Es 


解 得 X,-2(0,12,, T), HOCX, X,) = 1 得 W |= E e 取 X,-(0, vg Fr 
Q A22, HGE-A4)X,20 得 
v 2z, —im-2,20 
| IT + 2 z, = 


解 得 X,2(]2, -ix, z,), H(X, X,)= 1 
(v2? Qi 1 
取 = ЕД 2? 9 


0 Lu NEN 
2 2 
З i i 
“р = AD =s = = 
所 以 U 2 9 2 
1 
— 1 1 
ui: $» Eg 
(2) 特 征 方程 
l 4 і 
4— 3 3⁄2 6 
" EE SN Eu e ےا‎ 
IAE -A| = 3⁄2 6 2⁄3 0 
_ 4 E _ 1 
| v/ 6 23 | 2 
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即 A (A-1270, Д = A,=0, Àj =1, ЖЇРЇШ: 470, H (AE -40X = 0 #$ 


3 3/2 6 
A1 E EE EN 
3⁄2 1 6 2` 3735-9 
1 i 1 = 
ud 5T wu Байан: жаы, Бы, 


正 交 化 ， 单 位 化 得 ， 


“(Fi Vio) alg -vr vr) 


А= 19, H(AE - A)X 2088 


rtp аг 
{ i 1 Š 
S DE Ur нт Sua 


| H(X, X)=1 F z, = t7 Ж 


i 1 d 
v3 v3 v 3 
Р qr] 20 УМ? i 
所 以 Hep uw" uan ü 
1 1 
v2 0 v2 le 
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